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  ي برق کده دانش
 گرايش مخابرات  کارشناسيي نامه پايان

 

  ي فلزي هاي رزونانس محفظه محاسبه فرکانس
  با استفاده از روش اجزاء محدود

  
  اميرمسعود فرهمند

  
  

   ابريشميانمحمد صادق: استاد راهنما
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در اين .  الکترومغناطيس بسيار پرکاربرد است محدود به عنوان ابزاري قوي براي حل عددي مسايل روش اجزاء:چکيده
در ابتدا مقدمات . ي فلزي در حالت کلي حل شده است  مساله محاسبه فرکانس رزونانس محفظه نامه با استفاده از آن، پايان

شود و در  بعدي توضيح داده مي- ۳بعدي و - ۲شود، سپس روش روش اجزاء محدود براي حالت  گفته ميآن روش رياضي 
سازي  پس از آن به شرح چگونگي پياده. هاي لاگرانژي بيان خواهد شد اي از آن با استفاده از المان بندي ت فرمولنهاي

 .ي نمونه با استفاده از آن حل خواهد شد شود و چند مساله افزاري پرداخته مي ها به صورت نرم بندي فرمول
  

 سازي  شبيه– معادله موج برداري -  رزونانس هاي  فرکانس– محفظه فلزي –روش اجزاء محدود : لغات کليدي
  

Keywords: Finite Elements Method – FEM - Metallic Cavity – Resonance Frequencies – 
Vector Wave Equation – Simulation 
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  فصل صفرم

  جور مقدمه يک

  

حال که نوشتن . کردم تر است ولي انگار اشتباه مي کردم نوشتن اين بخش از همه راحت اش فکر مي اول

مانندي مانده است تا  -ام و فقط يک مقدمه ام تمام شده است و فهرست مراجع را هم آماده کرده نامه نپايا

دانم اگر بنويسم چطور شد که  نمي. ام که چه بنويسم مانده!) ها يک چيزي شبيه به روزنامه(برود براي چاپ 

نامه  که بگويم حالا که اين پايان اينام بهتر است يا  ام انتخاب کرده ي ليسانس چنين موضوعي را براي پروژه

ي ديگر از اين دانشگاه خداحافظي  تمام شده است و اگر همه چيز مطابق روال پيش رود تا يکي دو هفته

 .شايد هم بد نباشد از چند نفري تشکر کنم و بگذارم بروم پي کارم. خواهم کرد، چه حسي دارم

هاي عددي در الکترومغناطيس کار  روي روشنويسم چرا بيش از يک سال است که  نمي... خوب 

شد رفت و از شش ميليارد آدم ديگر پرسيد که چرا به  اگر مهم بود که مي. کنم چون واقعا مهم نيست مي

که بخواهم بگويم چه حسي دارم نيز چندان  اين!ها اند و از اين حرف جاي فلان کار، آن يکي را انجام داده

به هر حال بايد همين (مانده  جا و در اين چند دقيقه وقت باقي ر يک وجبشود د مگر مي. اي ندارد فايده

گرچه واقعا دوست "و بعد اضافه کني " حالي ولي نه زياد، ناراحتي ولي نه کم خوش"بگويي !) امروز چاپ شود

  .ام براي يک جاي مناسب ها را گذاشته ي اين نوشتن درباره. و کلي چيز ديگر" جاي ديگر دارم بروم يک

هايي  متن. شد ها مي نامه ي پايان بايست درست مثل بقيه نامه نمي اين پايان... نامه  ي پايان يکمي درباره

مادولاسيون "ي  اند و معلوم نيست اولين نفر چه کسي درباره که چندين و چند بار از روي هم نوشته شده

! برداري نيست نامه کپي اين پايانپس . برداري شده است ها از روي آن نسخه  است و سال نوشته" چيست؟

 و  Sadikuکتاب (ها  ي يکي دو تا از کتاب  يکي دو فهرست از مقدمه-مخصوصا در اوايل–يکي دو جا (

Salazar-Palma (روي جلد را بخوانيد، (البته به قول دکتر ابريشميان ) تر ام ولي نه خيلي بيش اقتباس کرده

  من
  پري کوچک غمگيني را

  شناسم که در اقيانوسي مسکن دارد مي
  لبک چوبين اش را در يک ني و دل

  نوازد آرام آرام مي
  پري کوچک غمگيني

  ميرد که شب از يک بوسه مي
  .و سحرگاه از يک بوسه به دنيا خواهد آمد

 فروغ فرخزاد-
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توان ادعا کرد که چيز جديدي نوشته شده  ن چنين چيزهايي نميدر نوشت) شويد ربط ماجرا را متوجه مي

و شما (ام  که تقريبا اکثر روابط را خودم هم اثبات کرده با اين... قبول دارم . اش قبلا ثابت شده  همه–است 

ه شود گفت ک کلا مي. اند شان از قبل معلوم بوده ولي اول و آخر همه)  مرا در نوشته خواهيد خواندهاي اثبات

اش که شما به طور معمول چيزي از آن  نويسي البته جز در بخش برنامه. اين پروژه خلاقيت چنداني ندارد

اش  نامه مسلما دومي مندي تقسيم کنيم، در اين پايان اگر تعقل را به دو بخش خلاقيت و هوش. بينيد نمي

هاي ليسانس ديگر  ه اکثر پروژهحال چندان نااميد نيستم چون وضعيت اين پروژه نسبت ب با اين. چربد مي

ي  هاي فني تفاوت ديگر اين پروژه با اکثر نوشته! کنم طور فکر مي حداقل من که اين:  است بسيار اميدوارانه

ام و به  انجام داده" من"اين پروژه را .  در آن کم استفاده شده است ي ديگر، اين است که فعل مجهول فارسي

که اين به ظاهر بسيار  با وجود اين. مان ضمير اول شخص در آن استفاده کنمآيد که از ه تر مي نظرم طبيعي

. تر است تر و دقيق آيد ولي اعتقاد دارم که چنين گونه نوشتني بسيار مناسب عجيب و حتي غيرعلمي مي

نوشتن کمي در اينترنت گشت زدم و راهنمايي به مضمون به قبل از شروع : البته اين ايده از من نيست

که  به هر حال با اين.  شده بود اي جا چنين توصيه پيدا کردم و در آن" نه تز دکتراي خود را بنويسيدچگو"

الخط اين پروژه بايد بگويم که  ي رسم درباره. دادم به اين اعتراض شود، ولي نظرم را عوض نکردم احتمال مي

که هر کدام  نويسي به طور خلاصه يعني اين  فاصله بي. ام بند بوده فاصله نويسي پاي تا حد امکان به قواعد بي

چسباند تا حد ممکن به همان  از اجزاي نوشتاري زبان را برخلاف سبک قديمي که همه اجزا را به هم مي

، "گويم مي"بنويسيم " کتابش"و " همانکه " ،"ميگويم"يعني به جاي . صورت اصلي و جدا از هم بنويسيم

. الخط قديمي استفاده کنم ام از همان رسم ها ترجيح داده ضي از ترکيبگرچه در بع". اش کتاب"و " که همان"

توانيد با من تماس  آن هم اين است که بگويم چگونه مي. ماند ي اين پروژه تنها يک چيز ديگر باقي مي درباره

 و  net.SoloGen@SoloGenميل به يکي از دو آدرس -کار، ارسال اي بهترين روش براي اين. بگيريد

com.SoloGen@yahooي  چنيني بقيه نامه و هم علاوه بر اين، به زودي خواهيد توانست متن پايان.   است

  . بيابيدnet.SoloGen.wwwدر سايت ) اند که احيانا چاپ نشده(ام را  مقالات
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بار هم که  آيد که لازم است براي يک تنها به نظرم مي. دهم نامه نمي ي پايان تري درباره توضيح بيش

ياد "شروع : نويسم به ترتيب زماني مي. اند يادي کنم ام جالب بوده ها و استادها که براي شده از بعضي کلاس

پس از آن ترم سوم مصادف بود با اولين برخوردم با بسياري .  هنرياز ترم دوم است و مهندس" بعضي نفرات

دکتر ابريشميان، دکتر گرانپايه و دکتر : ام ها داشته هايي جذاب و به يادماندني با آن از استادهايي که کلاس

تراب ام با مهندس ابو ترم پنج. زکايي بسيار لذت بردمدکتر هاي دکتر کامياب و  ترم چهارم در کلاس. نکويي

ام با هيچ  در ترم شش. چنين دکتر کلانتري و مهندس لطيفي العاده زيباي آنتن آشنا شدم و هم و درس فوق

ام  و نتيجه اين شد که معدل!) البته باز بستگي دارد که تاثير چه باشد(شخص جديد تاثيرگذاري آشنا نشدم 

 و  هاي اصلي اکثر درس: ر خاصي نبودام نيز جز درس دکتر اردبيلي واقعا خب ترم هفت!  نمره افت کرد۳

. کرد شان تفاوت چنداني نمي هايي که بود و نبود ها مانده بودند و درس گاه ام را گذرانده بودم و آزمايش مهم

يک . شدم، آشنا شده بودم بايست آشنا مي ي کساني که مي در نهايت ترم هشتم شد و من تقريبا با همه

مهندس : اما اين پايان ماجرا نيست! همين. آن هم درس مهندس نوريان بودکلاس زيبا در اين ترم داشتم و 

ام از کنترل مقاوم و  ها براي ام ولي حاضر بود ساعت که با او کلاسي نداشته خسروجردي، کسي بود که با اين

در آيد تاثير او  به نظرم مي. بگويد در حالي که من حتي کنترل خطي را هم پاس نکرده بودم... مدرن و 

بايست دوباره از دکتر ابريشميان به طور ويژه تشکر کنم، به خاطر  در نهايت مي. ام کم نبوده باشد ناخودآگاه

  !ممنون. شناسم به من کرده است همه کمکي که در اين سه سالي که او را مي

يلي شان با من خ هايي که ارتباط خيلي. بايست به يادشان باشم و هستم چند نفري هم هستند که مي

کنم چون فراتر از اين نوشتار  جا يادي از ايشان نمي اما در اين. نامه و درس و اين چيزهاست تر از پايان بيش

  !کنم کسي را فراموش نمي. هستند

  

  فرهمنداميرمسعود 

   خورشيدي۱۳۸۱سال شهريور ماه 
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  فصل اول

   محدود روش اجزاء

  مقدمه )۱-۱

 
از به استفاده از يتر، ن قيتر و دق دهيچي پي مهندسيها يحاز به طراي و نيسترش روزافزون تکنولوژبا گ

ده يچيچنان پ  آنيل مهندسيامروزه مسا. شود يل به وضوح مشاهده ميل مساي تحليد براي جديها روش

 ياري بسياگر در گذشته برا. ستي نياز تکنولوژي نيگو گر پاسخي حل، دي و دستي سنتيها اند که روش شده

 که يلي مسايده شدن شکل ظاهريچي با پيم، ولي بود١ بستهيافتن فرمي قادر به يسل علوم و مهندياز مسا

 يبي که اغلب تقريگري ديها م از روشيم و مجبوريستين کار نيگر قادر به انجام ايرود د يدر عمل به کار م

 يصلکه موضوع ا- يسي الکترومغناطيها ستمي روشن شدن مساله بهتر است به سيبرا. ميهستند بهره ببر

  . مي بپرداز-نامه است انين پايا

 يها ستميروند، س ي به کار ميو و نوريکرووي، ماييوي که در مخابرات راديسي الکترومغناطيها ستميس

که با استفاده از (تر از کره و استوانه  دهيچي اجسام پ RCS2نگ و ياز به محاسبه اسکتريو ن...  و يرادار

-ده چون بدن انسان يچي پيها ستمين محاسبه انتشار امواج در سيچن همو ) اند ک قابل حليتي آناليها روش

از به استفاده از ي ن-رود ي به کار ميسي الکترومغناطيها با استفاده از پرتو يماريا درمان بيص و يکه در تشخ

  ،يليان مسي چنيش روش حل غالب براي پيتا چند .)[3]،[2]،[1] (کند ي ميد و توانا را الزامي جدييابزارها

. ان کنندي بياضيق ريها قادرند پاسخ مساله را به فرم دق ن روشيا.  بود٣کيتي آناليها استفاده از روش

  : [2]ها هستند نيک ايتي معمول آناليها روش

  

                                                 
1 Closed form 
2 Radar Cross Section 

ام که از همین معادل  ادهجا ترجیح د  اما در این  استفاده کرد، Analytical methodsبه جای  های تحلیلی روشتوان از واژه  که می  یا این 3
  .آنالیتیک استفاده کنم تا با واژه تحلیل که معنایی عام دارد خلط نشود

"God does not care about our 
mathematical difficulties. He 
integrates empirically."   

– A. Einstein 
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 ٤رهايي متغيجداساز •

  ٥ها ي سر)گسترش(بسط  •

  ٦سيلات همديتبد •

  ٧يمعادلات انتگرال •

  ٨ اختلاليها روش •

  

م، تنها يتر بگو ا اگر منصفانهي! ستندين است که در عمل قابل استفاده نيها ا وشن رين مشکل ايتر بزرگ

 که يبه طور. شوند يکاربرد م ي بيل عملي از مساياريپردازند که در بس ي ميا ار سادهي بسيها به صورت

Paris  و Hurd تا به حال اند ل بودهک قابل حيتي که به روش آناليلياکثر مسا " : گفته بودند۱۹۶۹ در سال 

  .[2]اند حل شده

با ) يسيل الکترومغناطيجا مسا نيدر ا(ل يه حل مساي که بر پا ي عدديها گر، امروزه روشياز طرف د

ستند، اما استفاده يد نيها چندان جد ن روشيالبته ا. اند دا کردهيار گسترش پي هستند بسيبيمحاسبات تقر

وترها ما را يکامپ.  شده استيوترها همگانيس شدن کامپر ها پس از به وجود آمدن و در دست روزافزون آن

 استفاده ير دارند به راحتيگ  و وقتيار طولانياز به محاسبات بسي که ني عدديها سازند تا از روش يقادر م

 يع و گاهي بدي حل دن به راهيشي اندين است که به جايها ا ن روشي اي اصليژگيد بتوان گفت ويشا. ميکن

ل ي از مساياري به حل بسيا ي نسبتا کلي يبند  با استفاده از فرمول  خاص،يا ل مساله حيرممکن برايغ

. ها ن حل آنيريند زي آن است و نه فرآيبند بيل در شکل و ترکين صورت تنها تفاوت مسايدر ا. ميابي دست

 انجام CAD9 يافزارها  مختلف در قالب نرمي عدديها  روشيري به کارگي براياريقات بسيجه تحقيدر نت

ک ي يساز نهيل و بهي، تحلي است که کار طراحييدن به ابزارهاي، رسييد بتوان گفت هدف نهايشا. شود يم

                                                 
4 Separation of variables 
5 Series expansions 
6 Conformal mapping 
7 Integral solutions 
8 Perturbation methods 
9 Computer Aided Design 
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ار يبس...) مم و يني با تلفات ميستميخواه، س  دل١٠يمثلا ساخت آنتن با پرتو( را يسيمساله الکترومغناط

ار يان خواهم کرد، انتخاب بسيها  را ب  از آنيا  خلاصهي که به زودي مختلف عدديها روش.  [1]آسان کند

  .ست يس به طور کليل الکترومغناطيل مساي تحلي برايمناسب

 يا ل مسالهي تحلي مناسب براين نکته اشاره کنم که به صرف داشتن روشيش از ادامه لازم است به ايپ

 را به دست ب خاص از مسالهيک ترکي حل تنها پاسخ يها روش. خاص، آن مساله در عمل حل نشده است

ن يبه ا. نه باشدي ما بهيارهاي است که با توجه به معياما مساله در عمل، به دست آوردن پاسخ. آورند يم

ک شده يک تحريالکتر يبر د ه بافر در موجيمثلا ضخامت لا( مختلف مساله ير پارامترهايي تغيمعنا که به ازا

 [5]ک در پوشش ضدانعکاس يالکتر ي ديها هيمت لابر، ضخا  در موج١١يده فلزي، عمق زا [4]يبا الکترود فلز

. نه باشديز بهي ن ...)زان انعکاس، اغتشاش در شکل موج و يف، ميزان تضعيم( ما يارهايبا توجه به مع...) و 

. ز توجه شودينه ني بهيها دا کردن پاسخي مختلف پيها پس لازم است علاوه بر توجه به حل مساله، به روش

ان ي، استفاده از گرادي تصادفي جستجويها توان به روش يکار وجود دارد که م ني ايبرا ي گوناگونيها روش

  . نخواهم کردين مورد بحثينامه در ا انين پايالبته در ا. نام برد...  و ي تکامليها  روش ،ي پارامتريفضا

ر نام ي زيها شتوان از رو يان مين مياز ا. روند يس به کار مي در الکترومغناطي متعددي عدديها روش

  : [1]برد

  

 )١٤ي و فرکانس١٣يزمان (١٢يروش تفاضلات جزئ •

 )١٦ي و فرکانسيزمان (١٥روش اجزاء محدود •

 ١٧روش ممان •

 ١٨روش خطوط •

                                                 
10 Pattern 
11 Septum 
12 Finite Difference Method (FDM) 
13 FD – Time Domain (FDTD) 
14 Frequency Domain 
15 Finite Elements Method (FEM) 

  . چندان متداول نیست FDTD ،FETD برخلاف  16
17 Methods of Moments (MoM) 
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 ١٩يسيروش خطوط انتقال ماتر •

 ٢٠يروش اجزاء مرز •

 

د و ان ب شدهيها با هم ترک نياکثر ا. رود يست که به کار م يشمار ين تنها چند نمونه از موارد بيو البته ا

  . به وجود آمده استFE/BI (Finite Element/Boundary Integral) مانند يديبري هايها روش

ن يا. س استيل الکرومغناطي حل مساي براي عدديها ن روشيتر  از سادهيکي تفاضلات محدود،  روش

ه مساله ين روش کل ناحيدر ا. باشد ي ميل  به معادله تفاضل جزئيفرانسيل معادله دي بر تبديروش مبتن

ل قرار داده يفرانسيمقدار پاسخ معادله د  شود که در هر کدام ي م٢١ييها م شده به گرهي تقسيا ل به شبکهيتبد

 يها شود و سپس به کمک روش ي نوشته مي معادله اصليب تفاضلي تقر ها، ن گرهي هر کدام از ايبرا. شود يم

 يها ن روش به نسبت روشي ايساز ادهي که پل استين دليبه هم. شود ي دستگاه معادله حاصل حل ميجبر

 ين روش شباهت معادلات حاصل نسبت به فرم آشنايتوان گفت در ا ين ميجدا از ا. تر است گر سادهيد

PDE يگريا هر معادله دي( معادلات ماکسول( ب ين عيتر بزرگ. ٢٢ است يگريش از هر روش دي بFD)  چه در

ل ي از مساي نکردن ذاتيبانين پشتيچن س و هميش از حد ماتريدن ب بزرگ ش )ي و چه در فرم مکانيفرم زمان

  .دي مراجعه کن[7] و  [6]د به يتوان ينه مين زميتر در ا شي مطالعه بيبرا.  است٢٣باز

ست که يا ي عدديها  از روشيکي -نامه از آن استفاده شده است انين پايکه در ا- 24روش اجزاء محدود

ح خواهم ياش توض تر درباره شي بي بعديها ن اصل که در قسمتيا. ودش يان مي ب٢٥يبر اساس اصل وردش

جه يدر نت.  استيک انتگرال وردشيافتن اکسترمم ي به مساله يط مرزي با شراPDEک يل ي معادل تبد داد،

 را حل يگري، مساله در ظاهر متفاوت دFD مانند يل و برخلاف روشيفرانسيم معادله دي حل مستقيبه جا

                                                                                                                                                        
18 Method of Lines (MoL) 
19 Transmission Line Matrix Method (TLM) 
20 Boundary Element Methods (BEM) 
21 Node 

رود و نتیجه شباهتی با فرم آشنای  ، فرم دیفرانسیلی معادله به طور کلی از بین میFEهای دیگر مانند  طور که خواهید دید، در روش همان 22
  .معادلات ماکسول و شرایط اولیه آن ندارد

23 Open region 
اش خودداری   معادل فارسی نامه تا حد ممکن از به کار بردن این پایان در  ،Finite Elementsای نسبتا پذیرفته شده برای   با وجود ترجمه24
باشند استفاده   میFinite Elements Method و Finite Elements که به ترتیب معادل FEM یا FEکنم و از مختصر شده آن یعنی  می

  .خواهم کرد
25 Variational Principle 
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 مساله را به ي ما فضا ،FEدر .  آن استيها  از صورتيکي FE است و يار کلين اصل بسيبته اال. ميکن يم

 را حل ين عناصر به طور مستقل مساله وردشي هر کدام از ايم و برايکن يم مي عنصرکوچک تقسيتعداد

ار ي بسيها طيتواند با مح ي م اش، يرساخت محاسباتير زييت را دارد که بدون تغين مزي اFEروش . ميکن يم

ست يا يژگين وي کار کند و ا٢٦ناهمگن با مواد يها طيتوان در مح ي ميعلاوه بر آن به راحت.  کار کنديمتنوع

  .ستندي قادر به آن نMoMگر چون ي ديها که روش

ن يا.  است FEMه به ي شبيز تا حدي نMoMم که روش ي لازم است بگو ات،ييبدون وارد شدن به جز

ن وجود يبا ا.  استفاده شود FEMدار در   وزن ماندهي است که از روش باقيلتشباهت مخصوصا در حا

 از  ل ماکسول،يفرانسي حرکت از معادلات دين روش به جايکه ا نيمثلا ا. ن دو وجود داردين اي بييها تفاوت

 يسخار داشتن پاي آن منوط به در اختييکند و توانا ي معادلات ماکسول شروع به حرکت ميپاسخ انتگرال

 يمخصوصا برا–شه ي که هم  مساله است٢٧ني داشتن تابع گري به معنايکين ي از مساله است که ايانتگرال

، [8]د به يتوان يتر درباره روش ممان م شي مطالعه بيبرا. ديآ ي چندان راحت به دست نم-ناهمگن يها طيمح

  .دي مراجعه کن[10] و [9]

 يها  حل مساله به دست آوردن فرکانسي مناسب براي يبند دن به فرمولينامه، رس انين پايهدف ا

 يها کار ابتدا در فصل اول درباره روش ني ايبرا.  است FEM با استفاده از روش ي فلز٢٨رزونانس محفظه

 ٣٠دار  وزن ماندهي بر باقي و روش مبتن٢٩ي را بر حساب وردشيتر شيد بيح خواهم داد و تاکي توضيعدد

ن يدر فصل دوم ا.  به کارمان خواهد آمدFEM يبند  فرمولي هستند که برايياه  روش ن دو،يا. خواهم داشت

 به کار خواهم بست يبعد-۲ و يبعد-۱ در حالت FE يبند  فرموليها را به طور مرحله به مرحله برا روش

 دانست ي مساله محفظه فلزيتوان نقطه شروع اصل يفصل سوم را م. شان مشخص شود  استفادهيتا چگونگ

ح يدر فصل چهارم به توض. ديآ يل به دست مين نوع مساي حل اي لازم براFE يبند  آن، فرمولچون در

  . ان خواهم کرديج حاصل را بي خواهم پرداخت و نتايافزار ن روش به صورت نرمي ايساز ادهيپ

                                                 
26 Inhomogenous 
27 Green function 
28 Cavity Resonator 
29 Calculus of Variations 
30 Weighted Residuals 
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  سي و کاربرد آن در الکترومغناطيحساب وردش) ۱-۲

ل را حل ي مساياساس استفاده از اصل وردش بر FEM   روش طور که در قسمت قبل گفتم، همان

م آن را به مساله معادل در حساب يتوان ي مPDEک مساله ي حل ي، ما برايدر حساب وردش. کنند يم

 ي از فضايافتن مکانيدر آن صورت پاسخ مساله معادل . ميل کني تبد- داردي انتگراليکه صورت– يوردش

  .٣٣نديگو ي م٣٢ن انتگرال، فراتابعيبه ا.  درآورد٣١ستايهاست که آن انتگرال را به حالت ا پاسخ

 با  PDEک يجا  نيکه در ا( مساله را فراتابع يست به نحويبا ي، مين روشي استفاده از چنيجه برايدر نت

 استفاده از روش يکي.  وجود داردين کاري چنيدو روش مختلف برا. ميبه دست آور)  استيط مرزيشرا

ر ين دسته اخيا  .دار  وزنيها ماندهيم باقيرمستقي استفاده از روش غيرگي است و ديم حساب وردشيمستق

. ترند متداول ٣٥ن مربعات خطايتر  و کم٣٤نيان روش گالرکين ميشود که از ا ين روش مختلف ميشامل چند

  .کنم يان ميم را بي روش مستقيبند در ابتدا فرمول

  

  :ي با استفاده از اصل وردش فراتابعمحاسبه ) ۱-۲-۱

  :مير را داريل زيفرانسي با معادله ديا يط مرزيد مساله شراي کنفرض

 

fL =φ           (1-1) 
  

                                                 
31 Stationary 
32 Functional 

 وجود آمدن توابع مختلفی  ست که به حرکت در دامنه آن باعث به  تابعی ،functionalیعنی یک . ، تابعی از تابع است Functional مفهوم33
فراتابع معادل . اش استفاده خواهم کرد  به جایفراتابعی به دلیل نازیبایی این ترکیب از  است ولتابع تابعدر نتیجه معادل مستقیم آن . شود می

Meta-Functionوند   است که پیشmeta آید و مفهوم  دهد که به نظر انتخاب مناسبی می  را می ... به معنای ماورا، در مرحله بالاتر بودن و
  .رساند مورد نظر را می

34 Galerkin 
35 Least Square of Error 
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در آن صورت اگر اپراتور . باشد) ٣٧کيا تحري (٣٦ هم منبعf پاسخ مساله و φ و يليفرانسي اپراتور د Lکه در آن 

  :[11]شود يف مير تعري به صورت ز فراتابع   باشد،٣٩فيتعر-مثبت و ٣٨خودالحاق

 

φφφφφ ,
2
1,

2
1,

2
1)( ffLF −−=        (1-2) 

  

ϕφکه در آن    :ف شده استير تعري است که به صورت ز٤٠لبرتي هي در فضاي ضرب داخل,

  

∫
Ω

∗ Ω= dφϕϕφ ,          (1-3) 

  

  :ن استي ا  ،يخودالحاقشرط 

 

ϕφϕφ LL ,, =          (1-4) 

  

  :باشد ير ميز به صورت زي بودن اپراتور نفيتعر-مثبتط و شر

  





=
≠>

=
0           0
0        0

,
φ
φ

φφL         (1-5) 

  

 به دست ي مساله را با استفاده از اصل وردش فراتابعتوان  ي م ن دو شرط،يجه در صورت برقرار بودن ايدر نت

طور  علاوه بر آن همان. شود ي برقرار مل متناظرشيفرانسي معادله د م،يستا کني را ا فراتابعن يحال اگر ا. آورد

                                                 
36 Source 
37 Excitation 
38 Self-adjoint 
39 Positive-definite 
40 Hilbert Space 
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 به يچ الزاميکه ه نيبا ا.  خواهد بودFمم يني،همان نقطه مييستايکار نقطه ا نيد با انجام ايد ديکه خواه

به . ن معنادارستي ا ،يکيزيل في از مساي اما در بعض  وجود ندارد،ي حل مساله به طور کلي برا Fمم بودن ينيم

 از يکيزيل في از مساياريستم باشد که در بسي سيمم بودن انرژيني مياند به معناتو ين ميعنوان مثال ا

ن مساله بپردازم، بهتر است اثبات کنم که چگونه يتر به ا شيکه ب نيش از ايپ.  مساله استيداريط پايشرا

 نماد δ (ميسينو ي را مييستايشرط ا. ديل رسيفرانسيه د معادلي به برقرارفراتابع  ييستايتوان از ا يم

  ): نام دارد٤١يوردش

  

0)( =φδF           (1-6) 
 

ار کوچک در ي بسيريين به مفهوم تغيکنم که ا ين نکته اکتفا ميات، تنها به ذکر اييبدون وارد شدن به جز

ل يفرانسيه به اپراتور ديار شبين اپراتور، بسيخواص ا. است) Ωل در حوزه ثابت يفرانسيپاسخ معادله د (φتابع 

  .دي مراجعه کن [13] و [12]،[2]د به يتوان ينه مين زميتر در ا شي مطالعه بيبرا. است

  :م داشتي خواه ،يگذار يبا جا

  

0,
2
1,

2
1,

2
1,

2
1)( =−−+= δφδφδφφφδφφδ ffLLF     (1-7) 

 

  :ر داديير تغيتوان جمله اول را به صورت ز ي م  باشد، خودالحاقجا که فرض شده است اپراتور  از آن

 

0,
2
1,

2
1,

2
1,

2
1)( =−−+= δφδφδφφφδφφδ ffLLF     (1-8) 

 

  :م داشتين جمله دوم و چهارم خواهيچن ب جمله اول و سوم و هميو با ترک

                                                 
41 Variational Symbol 
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0,
2
1,

2
1)( =−+−= δφφφδφφδ fLfLF       (1-9) 

 

  :ميلبرت داري هي در فضايف ضرب داخليو با توجه به تعر

  

[ ] 0,Re,
2
1,

2
1)( =−=−+−= ∗ fLfLfLF φδφφδφφδφφδ    (1-10) 

 

  :شود که يجه ميبخواه است، نت  دليريي تغδφجا که  و از آن

  

 0=− fLφ           (1-11) 
 

  . ما بودي ن خواستهيو ا

  :ميسينو ي است، م فراتابعمم يني به دست آمده، ميستايکه نقطه ا ني اثبات ايبرا

  

)()()( φδδφφδδδ FFF −+=         (1-12) 

 

  :م داشتي در جمله بالا خواه(10-1)با قرار دادن رابطه 

  

[ ] [ ] )(,Re[,Re)(,Re)( δφδφφδφδφφδφδδ LfLfLF =−−−+=   (1-13) 

 

ن عبارت يم که اييم بگويتوان ي م ،)که فرض شده است( بودن اپراتور فيتعر-مثبتت يو با توجه به خاص

))( Fδδ (استييستايمم بودن نقطه اينين معادل ميتر از صفر است و ا بزرگ .  
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اما نکته قابل . مياز را به دست آوري مورد نفراتابع را قادر ساخت م که ماان کرديب را ين بخش روشيدر ا

ن ي بودن ايجه کاربرديدر نت.  بود L اپراتور يقخودالحا، ين کاري چني براين است که شرط اساسيتوجه ا

شرط  . تا چه حد برقرار استيزين چيس چني در الکترومغناطيل واقعيگردد که در مسا ين بازميروش به ا

  :ن صورت استيس بديک مساله الکترومغناطي يقخودالحا

  

 L بودن اپراتور ٤٢يقيحق .۱

 يط مرزي بودن شرا٤٣همگن .۲

 

 يجه برايدر نت.  باشنديقي حقrµ وrε چون يي بودن اپراتور، لازم است پارامترهايقي حقيبرا

 که مقدار شرط ي هم در صورتيط مرزي بودن شراهموژن.  صحت ندارديزين چي چن  باتلف،يها طيمح

ر صفر باشد يا مشتق عمود بر سطح آن غيو ) ناهمگنچله يري ديشرط مرز(رصفر باشد ي غ٤٤چلهيري ديمرز

ن مشکل ي حل ايالبته برا. شود ينقض م) ٤٥ي کوشيشرط مرز(ر صفر شود يها غ ني از اي خطيبيا ترکي

 ي فرم فضاي به جا٤٦ف آن به صورت ضرب متقارنيو تعر (ي ضرب داخلف اپراتوري در تعريراتييتوان با تغ يم

 يبرا. کنم يد نمين مساله تاکي ايتر بر رو شيجا ب نيدر ا.  مساله را حل کرديو فرم اصل وردش) يلبرتيه

 .دي مراجعه کن [11]د بهيتوان يباره م نيتر در ا شيحات بيتوض

 

  :دار  وزن اندهمي با استفاده از باق فراتابعمحاسبه ) ۱-۲-۲

  ماندهي استفاده از روش باقفراتابع به دست آوردن يها گر روشي از ديکيطور که قبلا گفتم،  همان

 . پاسخ استي صفر کردن خطا-شود ي استفاده نميکه در آن از اصل وردش-ن روش ي ايبنا. دار است وزن

  :مياگر داشته باش

                                                 
42 Real 
43 Homogenous 
44 Dirichlet 
45 Cauchy Boundary Condition 
46 Symmetric product 
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fLR −= φφ)(          (1-14) 
 

ا ي ٤٧ين فرم، فرم قويبه ا. ميا دهين معناست که به پاسخ مساله رسيم، به اي را صفر کنφR)(م يتوانو ب

 با تمام درجات يوستگيط پيقا شرايست دقيبا يجه، پاسخ ميدر نت  .نديگو ي ميط مرزي مساله شرا٤٨کيکلاس

ست يبا يز مي نφ باشد، ۲ مشتق درجه ي داراL  اگر اپراتوريعني.  را دارا باشدي مساله اصليريپذ مشتق

 يبند ن صورت فرموليمعروف است، بد   مساله٤٩فيگر که به فرم ضعياما فرم د. ط را ارضا کنديهمان شرا

  :شود يم

  

0)(),(),( =Ω⋅== ∫
Ω

∗ dRRW φψψφψφ       (1-15) 

  

ن است که ي با قبل در ايبند ن صورتيتفاوت ا.  استي وزني تابعψو مانند قبل پاسخ مساله φکه در آن 

. شود يارضا م) يانتگرال (٥٠شده عيشود بلکه به شکل توز يمانده به صورت نقطه به نقطه صفر نمي نحو باق نيبد

ن يعلاوه بر ا. است ما مهم ي کار عددين براي باشد و ايبيتواند تقر يجه پاسخ به دست آمده ميدر نت

تر هم کرد تا کار انتخاب تابع  فين فرم را ضعيتوان ا ي ميد، حتيد دي بعد خواهيها طور که در فصل همان

  . ٥١تر شود ب سادهيتقر

گر از يا به عبارت دي ممکن باشد ي هر تابعيعني(رد ي به خود بگي بتواند هر شکلφکه  نيبه فرض ا

م ييم بگويتوان يگاه م ن انتگرال صفر شود، آني اي هر تابع وزني، اگر به ازا) انتخاب شوديت بعديانه ي بيفضا

 را در φد که ما يد ديخواه. ميکن ين نمياما در عمل ما چن. ق مساله استيکه پاسخ به دست آمده، پاسخ دق

  .مييآزما ي نمي هر تابع وزنيال را بران انتگريم و ايده يل مي با ابعاد محدود تشکييفضا
                                                 
47 Strong 
48 Classic 
49 Weak 
50 Distributed sense 

تر شدن  هایی هستند که باعث ساده بندی ها تنها فرمول آن. تر الزاما به معنای بد بودن پاسخ نیستند  ضعیف و ضعیف لازم به ذکر است که فرم 51
  .شود های عددی می کار برای روش
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 است و ي انتخاب تابع وزنيکي: شود يدار مطرح م  وزن ي ماندهيجا دو مساله در مورد روش باق نيدر ا

 پراستفاده يتر ول في که منجر به فرم ضعي ممکنيها يساز  آن در عمل و سادهيري به کارگي چگونگيگريد

) ب تابعيتقر(پردازم و جواب سوال اول را موکول به بخش بعد  ي مورد نمن دويجا به ا نياما در ا. شود يآن م

  .کنم ي نشان خواهم داد مين روش را به طول عملي ا يري به کارگي و سوال دوم را به فصل دوم که نحوه

  

  فراتابع يبي و فرم تقر٥٢ب توابعيتقر) ۱-۲

 يکيزي فيبند  هر فرمول يطور کلو به (س ي در الکترومغناطي عدديها  استفاده از روشيده اصليا

ها   حل آنيوتر براي با ابعاد محدود است تا بتوان از کامپييوسته به فضاي پيل مساله از فضاي، تبد)يگريد

و  (يح روش وردشي گوناگون، به توضي عدديها  مختصر روشي قبل ضمن معرفيها در قسمت .بهره جست

 ي توان مساله ين روش ميان کردم که با استفاده از ايرداختم و بپ) دار  وزن ماندهي روش باقيعني  اش، يتا هم

در . ل کردي تبدفراتابعک ي) دار مانده وزنيا صفر کردن باقي (يستاسازي را به ا PDEک يم يحل مستق

 به طور ي در حساب وردشين کاريدر عمل چن. ن کار ندادمي اي درباره چگونگيحي توضي قبليها قسمت

گردانند و آن  يل متناظر برميفرانسي آن را به معادله دفراتابع بلکه پس از نوشتن  شود، يم انجام نميمستق

  فراتابع به  PDEک يل يگر تبديجا د و البته لازم است ذکر کنم که مساله در آن(کنند  يمعادله را حل م

که منجر به  يلتونيمثلا اصل هم: شود يف مي تعري وردشيم در فضاي بلکه مساله به طور مستق ست،ين

 يست آن را به صورتيبا ي م  مساله،فراتابع پس از به دست آوردن  جهيدر نت. [12])شود ي ميک لاگرانژيمکان

 مساله را با يت بعدينها ي بيست فضايبا ي کار م ني ايبرا.  قابل حل باشدي عدديها درآورند که توسط روش

  :توان نوشت يم. ب بزنندي با ابعاد محدود تقرييفضا

  

}{}{}{}{~
1

φφφφ TT
N

j
jj NNN === ∑

=

       (1-16) 

                                                 
52 Approximation of functions 
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 هستند که به کمک ٥٦ير مجهوليها مقادjφهستند و ) ٥٥يابي ، درون٥٤هيپا (٥٣گسترشها jNکه در آن 

 ٥٧ هم ترانهادT است و  سيگر ماتر  نشان{.}ماد ن. سازند ي است مφ از يبي را که تقر~φ، گسترشتوابع 

  .سيماتر

تنها قبل از ادامه . ميکن ين ميگز يم جاي به دست آوردي که از اصل وردشيب را در فرمين تقريحال ا

  :ر باشدي به صورت زيف ضرب داخليجه تعري هستند و در نتيقير حقيم که مقاديکن ي فرض مي سادگيبرا

  

∫∫
ΩΩ

∗ Ω=⇒Ω= dd φϕφϕϕφ
ϕφ real are  & 

,        (1-17) 

 

  :ميسيم بنوي باشد تا بتوانيم که اپراتور ما خطيکن يعلاوه بر آن فرض م

  

}){}({}){}({ φφ TT NLNL =         (1-18) 
  

  

  :ميم بنوسيتوان ين فرض ميبا استفاده از ا

  

Ω−







Ω= ∫∫

ΩΩ

dfNdNLNNF TTTT }{}{}{)}({}{}{
2
1}){}({ φφφφ    (1-19) 

  

                                                 
53 Expansion 
54 Basis function 
55 Interpolation 

  .گویند  سیستم می(degrees of freedom) مقادیر مجهول، درجات آزادی   به این 56
57 Transpose 
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ن مفهوم ي به اييستايشرط ا. ستا باشديمده، ا به دست آ فراتابعست يبا يدن به پاسخ مي رسيم که برايدان يم

با دقت در .  صفر باشدفراتابعر يي تغ ،)جا ني در اφ( در تابع مورد نظر يليفرانسير ديي هر تغياست که به ازا

 از يا  است که توسط مجموعهي به تابعφل همان تابع ي تبد ب،يجه تقريم که نتيشو يب متوجه ميف تقريتعر

ر ي به شکل زييستايپس شرط ا. شود يف ميتوص) يدرجات آزاد(ر نامشخص ي ثابت و مقادگسترشتوابع 

  :ديآ يدرم

  

0}{
}{

}){}({)( =








∂
∂

== δφ
φ

φδφδ FNFF T       (1-20) 

 

  :م داشتي پس خواه  برقرار باشد،φر در يي هر تغيد به ازاين رابطه بايجا که ا و از آن

  

0}0{
}{

=
∂
∂

⇒=








∂
∂

j

FF
φφ

        (1-21) 

 

 :توان نوشت يپس م. د صفر شودياش با ي نسبت به هر کدام از درجات آزاد فراتابع ي مشتق جزئيعني

 

Ni

dfNdLNNdNLNF
ii

TT
i

i

,...,1,0

0}{}{}{)}({
2
1

=

=Ω−







Ω+








Ω=

∂
∂

∫∫∫
ΩΩΩ

φφ
φ   (1-22) 

 

  :م داشتيها، خواه سيکه در صورت گسترش ماتر

  

[ ]
Ni

dfNdNLNNLNF N

j
iijjij

i

,...,1,0

0)()(
2
1

1

=

=Ω−







Ω+=

∂
∂ ∑ ∫∫

= ΩΩ

φ
ϕ    (1-23) 
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  :ميسيم بنويتوان يم، مي استفاده کنيخودالحاقت ي که از خاصيتو در صور

  

Ni

dfNdNLNF N

j
ijij

i

,...,1,0

0)(
1

=

=Ω−







Ω=

∂
∂ ∑ ∫∫

= ΩΩ

φ
ϕ      (1-24) 

 

  :ر نوشتيب زده شده است به صورت زيه تقري تابع پاي را که با تعدادفراتابعک ي ييستايتوان شرط ا يم

  

][]][[ FK =φ           (1-25) 
 

[K]) باها   از متنيکه در بعض[S]  -يبه معنا stiffness) ٥٨دهند ياش م  هم نشان-)يسخت ( و[F] )  که به آن

ر ي مقاديس ستوني هم ماترφ][شود و  ير محاسبه ميبه صورت ز) نديگو يا منبع هم ميک يجمله تحر

  :مجهول است

  

[ ] ∫∫
ΩΩ

Ω=Ω+= dNLNdNLNNLNK jiijjiij )()()(
2
1      (1-26) 

Ω= ∫
Ω

dfNF ii           (1-27) 

 

  :م داشتيپس خواه.)  اپراتور درست استيخودالحاقتنها در حالت  [K] يد که عبارت دوم برايتوجه کن(

  

][][][ 1 FK −=φ           (1-28) 
 

                                                 
چنین بعضی از متون الکترومغناطیسی   و هم- اولین زمینه مهندسی که این روش به کار رفته است– در مکانیک FEهای کاربرد  تر متن  بیش 58
  .اند ها را حفظ کرده  مکانیکیnotationکه 
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اش موجود   حلي براي گوناگونيها  معمول شد که روشيسيک مساله ماتريل به يجه، مساله تبديدر نت

جه يدر نت. ستنديمان ن ي برايگر مقدار نامعلوميم و ديا  را به دست آوردهيت آزادر درجايحال ما مقاد. است

  ي را که مساله وردشي تابعيبيم و مقدار تقريب توابع گسترش قرار دهير را به عنوان ضراين مقاديم ايتوان يم

 از پاسخ يبينها تقرجا پاسخ به دست آمده، ت نيد که در ايتوجه کن. مياوريستا کرده است به دست بيما را ا

-يلي به روش را-ب تابعيدست آوردن فراتابع و تقر  بهي براياستفاده از اصل وردش–ن روش يا.  استيواقع

  .مشهور است) تزيا ري(٥٩تزير

  :ن صورت استيز به هميدار ن مانده وزني باقيبند ن مساله با استفاده از فرموليحل هم

ه ين توابع پايتعداد ا. مي با ابعاد محدود انتخاب کنيبيقر تيمان گسترش  مسالهيست برايبا يابتدا م

کار  نيا). ميريگ ي م Nمان را  ي تعداد درجات آزاد گر،يا به عبارت دي(م يريگ ي در نظر مN را يمستقل خط

  . مينيز برگزي نيا يست تابع وزنيبا ين ميشيجا برخلاف روش پ نياما در ا. درست مثل قسمت قبل است

کتا ي يمان حتما پاسخ م مسالهياما اگر بخواه. ست ياري اختياست که تعداد توابع وزنلازم به ذکر 

ن نقاط ي که تعداد ايدر صورت. ٦٠ شوديس مربعي باشد تا ماتر Nد همان ين توابع باي تعداد ا داشته باشد،

 استفاده ن مربعات استيتر  بر کمي مبتني که روشSVD61 [14]   چون يست از روشيبا ي م تر باشد، شيب

  :ميدار.  نمود

 

Ω−⋅=Ω⋅= ∫∫
Ω

∗

Ω

∗ dfNLdNRNW TTT ]}){}({[}){}({)},{}({ φψφψψφ   (1-29) 

 

د که فرض يتوجه کن(م ير برسيم به رابطه زيتوان ي است ميم که اپراتورمان خطياگر مثل قبل فرض کن

  ): کاملا معقول استيکيزيل في بودن اپراتور، در مسايخط

  

                                                 
59 Rayleigh - Ritz 

  . نباشدsingularریس  البته این به فرض این است که مات 60
61 Singular Value Decomposition 
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∫∫
Ω

∗

Ω

∗ Ω⋅−







Ω⋅= fddNLNW TT ψφψψφ }{)}({)},{}({     (1-30) 

 

 گسترده و نه نقطه يگر، به شکليا به عبارت دي (يمانده را از نظر وزنيم باقيتوان يال، من انتگريبا صفر کردن ا

.  محدود در نظر گرفتيد گسترشيز باي ني تابع وزني برا طور که در قبل گفتم، همان. ميصفر کن) به نقطه

گرچه . اشد بN همان -شود يف ميکه درست مثل گسترش خود تابع تعر–ها  ن گسترشيم تعداد ايفرض کن

س يتنها حل ماتر. م داشتي آن نخواهي در نوشتن فرم کلي تفاوت  هم باشد،يگريدر اگر تعداد هر مقدار د

  :م داشتي خواهيگذار يبا جا. حاصل متفاوت خواهد شد

  

∫∑ ∫∫∫
Ω

∗

= Ω

∗

Ω

∗

Ω

∗ Ω⋅−







Ω⋅=Ω⋅−








Ω⋅= fddNLfddNLNW

N

j
jj

TT
1

1
1111 )(}{)}({)},{}({ ψφψψφψψφ ... 

∫∑ ∫∫∫
Ω

∗

= Ω

∗

Ω

∗

Ω

∗ Ω⋅−







Ω⋅=Ω⋅−








Ω⋅= fddNLfddNLNW i

N

j
jjii

T
ii

T ψφψψφψψφ
1

)(}{)}({)},{}({  

... 

∫∑ ∫∫∫
Ω

∗

= Ω

∗

Ω

∗

Ω

∗ Ω⋅−







Ω⋅=Ω⋅−








Ω⋅= fddNLfddNLNW N

N

j
jjNN

T
NN

T ψφψψφψψφ
1

)(}{)}({)},{}({

           (1-31) 
 

 يها شود که هر کدام از مولفه يده مي ديبه سادگ. ستيده نيچي چندان پيسين فرم به حالت ماتريال يتبد

  :ر استيس به شکل زيماتر

  

∫
Ω

∗ Ω⋅= dNLK jiij )(ψ          (1-32) 

∫
Ω

∗ Ω⋅= fdF ii ψ          (1-33) 
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جا  نيدر ا. مي داريمانده وزنياق در روش بي توابع وزني براي متنوعيها طور که قبلا گفتم، انتخاب همان

 :کنم يان ميها را ب ن روشي از مشهورتريبعض

 

  ٦٢يا ق نقطهيروش تطب) ۱-۲-۱

  :يعني. [1]راک هستندي دين روش، توابع دلتاي در ايتوابع وزن

  

),,( iiii zzyyxx −−−= δψ         (1-34) 

 

),,(که  iii zyx  مشخص شدن يبرا. شود يف مي به طور جداگانه تعريوزن هر تابع ي است که برايبردار ثابت 

  :  تابع دلتا توجه شود٦٣يگر ت غربالي، لازم است که به خاصين تابع وزنيکرد ا  عمليچگونگ

  

)()()( 00 rrfdrrrf −=Ω−∫
Ω

δ         (1-35) 

 

 يا تابع در نقطهل به مقدار يدار تبد  وزن ماندهيد که مقدار انتگرال باقيتوان د يت، مين خاصيبا توجه به ا

 نقاط يک سريمانده تنها در ين است که مقدار باقيجه اينت. شود ي مشخص شده است ميکه توسط تابع وزن

 شرط ي، برقرارين تابع وزنيبه عبارت بهتر با انتخاب ا. شود ي صفر ميمحدود مشخص شده توسط تابع وزن

ن روش دقت يا. ميا  نداشتهيگر نقاط کاريو به دم يا  کردهاعمال از نقاط يک سريمانده را در يصفر بودن باق

گونه  چي به هيازيست و ن ها ر روشيتر از سا ار سادهي آن بسيساز ادهيعوض پ دارد اما در ينسبتا کم

   بدهد،ي نسبتا خوبيها ن روش پاسخيکه ا ني ايبرا. ندارد) کيتي و چه آناليچه عدد (  يريگ انتگرال

 L با اپراتور ين نوع تابع وزني ايريبه کارگ. ق باشدي دق )دار  توابع وزناي(ب آن نقاط ست انتخايبا يم

  .  مساله استي براFD يبند ، معادل استفاده از فرموليليفرانسيد

                                                 
62 Point Matching (Point Collocation Method) 
63 Sifting 
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 ٦٤يا ردامنهي ز يمکان روش هم) ۱-۲-۲

ن يبه هر کدام از ا. شود يم مي تقس٦٦هيرناحي زي مساله به تعداد٦٥ي مکاني کل فضا ن روش،يدر ا

ه از کل فضا مقدار دارد يشود که تنها در همان ناح ي اختصاص داده مي مستقل ثابتي ي تابع وزن ها، هيحرنايز

  : [1]ميسيم بنويتوان ي ميعني. ه مناطق صفر استيو در بق

  

i

N

i
Ω=Ω

=1
   

∅=Ω∩Ω⇒≠∀ jijiji ;,         (1-36) 



 Ω⊂

=
elsewhere    0

     r     1
)( i

i rψ  

  

  . کنند يه را افراز ميها ناحiΩگر يبه عبارت د

کند و  ي را محاسبه م بين مقدار تابع تقريانگيه محدود ميک ناحي در  ،ين تابع وزنيتوان گفت که ا يم

ده ي است که با ايين جاين اوليا .ه محدود استيک ناحي صفر کردن آن تابع در يصفر کردن آن به معنا

ن روش يل اي گسترش و تکمي در اصل نوعFE. شوم يه مواجه ميرناحي زيد به تعداييه فضايم ناحيتقس

 .ن نوشتار را در برخواهد گرفتياست که قسمت اعظم ا

 

                                                 
64 Subdomain Collocation 

  . فضای پارامتری آن و یا چیزی مشابه باشد  به این دلیل است که ممکن است منظوراز فضای مساله،مکانی تاکید بر لفظ  65
66 Subdomain 
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   نيروش گالرک) ۱-۲-۳

 FE و MoM چون يا ي عدديها ست که در روشيا ين توابع وزني از مشهورتريکين، ي گالرکيتابع وزن

 ب تابع به کاري تقري هستند که براي درست همان توابع گسترشين روش، توابع وزنيدر ا. رود يبه کار م

  :ميگر داريبه عبارت د .[1]روند يم

  

ii N=ψ           (1-37) 

 

توانند  ي مين توابع وزني لازم است ذکر شود که ايم، وليا  نشده FEات روش ييکه هنوز چندان وارد جز نيبا ا

ف ين تعريدر هر دو صورت، روش گالرک). مانند روش قبل(ها  رحوزهيا در زيند ف شوي تعريدر کل حوزه مکان

 روش ي کليبند در فرمول. ن نگاه کرديز به روش گالرکي نيگريد ديتوان از د ين، ميعلاوه بر ا. شده است

  :مي داشتي وزنيها ماندهيباق

  

∫
Ω

∗ Ω⋅= dNLK jiij )(ψ          (1-38) 

  :ميز به دست آوردي ني روش وردشيبند و در فرمول

  

[ ] ∫∫
ΩΩ

Ω=Ω+= dNLNdNLNNLNK jiijjiij )()()(
2
1      (1-39) 

 

 ين دو عبارت به راحتيسه ايبا مقا . باشدخودالحاقآمد که اپراتورمان  ي به دست ميکه جمله دوم هنگام

* که يشود که در صورت يده ميد
iψ،دار و   وزنماندهي باقيبند  فرمول   برابر با همان تابع گسترش باشد

راه  ن به هميل، روش گالرکين دليبه هم. شود يد برابر ميآ ي به دست مي که از اصل وردشيا يبند فرمول

 در يحت.  است FEاز در ي مورد نيبند  به دست آوردن فرمولي، روش اصليروش به دست آمده از اصل وردش

 بر اصل يدار نسبت به روش مبتن زن و ماندهي روش باقيبند  فرموليل سادگيها به دل  از کتابياريبس
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. ح داده شده استين روش ترجيا) ستيق ساده ني از آن طرفراتابعشه به دست آوردن يکه الزاما هم (يوردش

  . ، متقارن استL اپراتور يخودالحاق حاصل در صورت [K]س يماتر

  :يعني.  خطاست٦٧ متناسب با توان اول نرم ن روش،ي اييگرا سرعت هم

  

0~lim
2

→−
∞→

fL
N

φ          (1-40) 

 

  .ستي بالاترييگرا  سرعت همي است دارا LSE68 بر ي که مبتنيد که روشيد ديدر قسمت بعد خواه

  

  ٦٩ن مربعاتيتر روش کم) ۱-۲-۴

ن يا. مم شوديني کرد که توان دوم خطا مي کرد خطا صفر شود، کاريکه سع ني ايتوان به جا يم

توان گفت که  ي ميرود و حت ي به کار ميساز ل مدلي از مساياري در بسار متداول که عملايست بسيا دهيا

  :]۱[توان نوشت يجه ميدر نت. تر از صفر کردن خود خطاست کاربرد آن گسترده

  

∫
Ω

∗ Ω⋅== dRRRRF )~()~()~(),~()~( φφφφφ       (1-41) 

 

ن يه بدجينت.  گسترش داديبين انتگرال را مانند قبل به صورت تقري را نوشت و اييستايتوان شرط ا يم

  :صورت است

  

0}){}({}){}({2)~(0)~(
1

=







Ω⋅

∂
∂

=⇒= ∑ ∫
= Ω

∗

i

N

i

T

i

T

dNRNRFF δφφ
φ

φφδφδ   (1-42) 

                                                 

67 }{}{}{},{
1

2

2
∗

=
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N

i
iu  

68 Least Square Error 
69 Least Square Method 
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. ست صفر شود، پس داخل کروشه صفر خواهد بوديبا ين عبارت ميا) و مستقل از آن(iδφ هر يو چون به ازا

  :توان نوشت يجه ميدر نت

  

N}{1,...,i    0}){}({}){}({
∈∀=Ω⋅

∂
∂

∫
Ω

∗

dNRNR T

i

T

φ
φ

φ     (1-43) 

 

  :ر استي به صورت زيم که تابع وزنينيب ي م دار،  وزن ماندهياق بين رابطه و عبارت کليسه ايبا مقا

  

)()}{}({(}){}({
i

i

T

i

T

i NLfNLNR ∗
∗∗

=
∂

−∂
=

∂
∂

=
φ

φ
φ

φψ      (1-44) 

 

ف ي را تعرين روش ابتدا تابع وزني، در ايگر وزني ديها ن نکته جالب است که برخلاف روشيتوجه به ا

  . به دست آمدي شکل تابع وزنم و سپسيديمم شدن را برگزيني انتگرال و شرط ميم، بلکه ابتدا فرم کلينکرد

 است که اغلب به آن يمورد) گريو نه درجه د (۲ درجه ي انتخاب تابع خطايگر علت اصلياز طرف د

ستم وارد شده يک سي است که بر يزيع نويکار، فرض نرمال بودن توز ني ايل اصليدل. شود ي نميتوجه

ز بر يز به شکل نوين نوي ا شده، يبردار نه اطلاعات نمويستم از رويک سي يساز ل مدليدر مسا. [14]است

. شود يب ظاهر مي حاصل از تقريز به شکل خطاين نوي ا جا، نيشود و در ا ي در نظر گرفته مياطلاعات ورود

 داشته باشد، توابع يگري ديها ع شکلي که توزيدر صورت. شود يع مين خطا به صورت نرمال توزي ايعني

  .دي مراجعه کن[14]تر به  شيحات بي توضيبرا. دشو يد استفاده مي بايگري ديخطا

  :ر استيزان زين روش به مي اييگرا د ذکر کنم که همين را بايدر آخر ا

  

0~lim
2

2
→−

∞→
fL

N
φ          (1-45) 
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  .[15]ن است ي نسبت به روش گالرکيتر عي سرييگرا  هميل بالاتر بودن توان خطا، دارايکه به دل

ن ين است که با چني ايل اصليدل. شود ي چندان استفاده نم EM و FE روش در نين وجود از اي با ا

مانده يتر روش باق فيطور که در فرم ضع آن( مساله يساز  سادهي برايط مرزي، استفاده از شرايا يبند فرمول

 .ممکن نخواهد بود) شود يدار استفاده م وزن

 

  ط با عناصر محدوديب محيتقر) ۱-۲-۵

ف ي مساله تعريه از کل فضايرناحيک زيب تابع در ي تقريها  از روشيد که بعضيدي قبل د در قسمت

 کل فضا را پوشش دهند، ابتدا فضا را به  ه،ي تابع پاN کنند با يکه سع ني ا ي به جا به عبارت بهتر،. شوند يم

  .کنند ي مفيه خود را تعريها، توابع پا کنند و سپس در هر کدام از آن يم ميه تقسيرناحي زيتعداد

ن روش، کل يدر ا. ست يبند مين تقسياش بر هم هي است که اصول اولييها  از روشيکي، FEروش 

 ٧٠ها المان که به آن(ها  هيرناحين زيشود و سپس در هر کدام از ا يم ميه تقسيرناحي زيه به تعداديناح

ها به طور  ن الماني در هر کدام از امساله. شود يف ميرد تعريگ ي قرار مفراتابع که در يبي، تابع تقر)نديگو يم

  . شود يب مي با هم ترکيت به نحويشود و در نها يجداگانه حل م

.  داشته باشدي مختلفيها تواند شکل يها م المان. نامند ي م ٧١د مشيها را تول ه به المانيم ناحيعمل تقس

  :ها هستند ني اي بعد۲ يها ن المانيتر متداول

  

 مثلث •

 ليمستط •

  

  :شوند ير استفاده مي زيها ز الماني نيبعد-۳ و در حالت

                                                 
70 Element 
71 Mesh generation 
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 ٧٢يچهاروجه •

  ٧٣يمنشور مثلث •

 ٧٤ليمکعب مستط •

  

 يا  مرز پلهيه ما دارايبه عنوان مثال اگر شکل اول. ط و کاربرد داردي به شراياستفاده از هر کدام بستگ

 را يبند ار مشک) ي بعد۳ حالت يبرا(ل يو مکعب مستط) ي بعد۲ حالت يبرا(ل يباشد، استفاده از مستط

  .شود ي ميتر قيجاد مش دقي باعث ايا چهاروجهي استفاده از مثلث و   باشد،ياما اگر شکل کل. کند يراحت م

ن آمدن ييو پا( مناسب باعث بالا رفتن دقت يبند مش.  است FE ي اصليها  از قسمتيکي يبند مش

 کار  ،يک شکل به طور کلي يبند ست و مشي ني کار آساني به طور کليبند اما مش. شود يم)  مشيخطا

  .ستيا دهيچيار پيبس

 نخواهم کرد و تنها چند مورد خاص از ينامه صحبت انين پاي در اي به طور کليبند در مورد مش

م ي را به دو دسته تقسيبند توان مش ياما مناسب است که گفته شود که م.  را حل خواهم کرديبند مش

  :کرد

  

 ٧٥ساختاردار •

 ٧٦ساختار يب •

 

 ين روش برايا.  شده باشديبند  منظم مشيها ست که توسط المانيا يبند  ساختاردار، مشيندب مش

ساختار  ي بيبند  از مشي ما هنگام گر،ياما از طرف د. رود ي مشخص و ساده به کار مي ياجسام هندس

                                                 
72 Tetrahedron 
73 Triangular prism 

  .گویند  هم میbrick که به آن 74
75 Structured 
76 Unstructured 
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ان يها ب انم آن به المي تقسي برايتم مشخصي باشد و نتوان الگوريمان کل يم که شکل فضايکن ياستفاده م

توان به  يشوند که م ي مي معرفييها ن شکلي چنيبند  مشي برايا ي کليها تمين الگوري هميبرا. کرد

 ي است و برا FEM مهم يها  از بخشيکي يبند يبند مش.  اشاره کرديبند  مثلثي براDelaunayتم يالگور

تر  شي اطلاعات بيبرا.  داشتيب خوب و مناس يبند ست مشيبا يق و مناسب مي دقيها به دست آوردن پاسخ

 .دي مراجعه کن[16]د به يتوان يد مش ميدرباره تول

  

 روش اجزا محدود) ۱-۳

ست و يها چ ه حاکم بر آنيکه اصول اول نيا.  صحبت کردمي به طور کلي عدديها تا به حال درباره روش

کرد  يرو. کنند يا ابعاد محدود م بيبي تقريا ل به مسالهيوسته و با بعد نامحدود را تبدي پيا چگونه مساله

 هستند که ييها ها، روش نيا. دار بود  وزن ماندهيا باقي و ين نوشته تا به حال استفاده از اصل وردشي در اياصل

شان  ين هر دويدار ب  وزن ماندهيتر، روش باق قيبه طور دق(روند  ي به طور مشترک به کار مMoM و  FEMدر 

  FEخواهم به خود روش  يحال م. کسان بودي هر دو يش براي قبل کمابيها تجه قسميدر نت). مشترک است

  .ان کنمي را بي قبلي آن با حالت کليها بپردازم و تفاوت

ه است و حل معادله يرناحي زيه مساله به تعداديم کل ناحي بر تقسيروش اجزاء محدود، مبتن

 پس از به دست آوردن  گر،يبه عبارت د. زاستها به طور مج هيرناحيل مساله در هر کدام از آن زيفرانسيد

 محدود به يها  را در هر کدام از المان فراتابع آن  دار، مانده وزنيا باقي ي از دو روش اصل وردشيکي از فراتابع

ستا ي مساله ايها پاسخ محل  که در همه المانين به آن معناست که در هنگاميا. ميکن يستا ميطور مجزا ا

جا زده  ني که در ايبيتقر. ده استي رسييستايز به حالت ايتوان گفت که کل مساله ن ياه مگ شده باشد، آن

  .هاست  از عدم دقت هر کدام از المانيب ناشيشود، تقر يم
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 يستم را با تعداديم کل سيم و به طور مستقيکن ي مين کاريد که چرا چنيايش بين سوال پيد ايشا

که  (٧٧قدر کامل مان آن ست توابع گسترشين حالت لازم ني است که در انيم؟ پاسخ ايزن يب نميه تقريتابع پا

توان از  يم. ن بزندي تخميي را با دقت بالايباشد که بتواند هر نوع تابع) شود يمعادل بالا رفتن ابعاد مساله م

ک ياستفاده کرد چون تنوع تابع پاسخ در ) تر  تعداد تابع گسترش کميعني(  يتر قيردقيتوابع گسترش غ

  :ن دانستي را چن FE يت اصليتوان مز يم .ه استيتر از کل ناح ار کميالمان مسلما بس

  FEMر يي را بدون تغ٧٨ و تنوع جنس ماده  با هر نوع هندسهيا  حل هر نوع مسالهيي توانا

  .[1] دارد و کد برنامه يبند فرمول

س حاصل يودن ماتر ب٧٩ در تنکMoMگر مخصوصا ي ديها  بارزش نسبت به روشيژگين ويچن هم

 تعداد درجات  Nاست که  Ν(Ο(س حاصلي ماتريساز رهي ذخياز برايتوان گفت که حافظه مورد ن يم. است

  . ]۱۵[ است2Ν(Ο(از مرتبه   يساز رهي ذخين فضاي ا ،MoM چون ياش در روش برخلاف.  مساله استيآزاد

  :ر استيرت ز به صو FE روش ياصول کل

  

 مشخص شده است با استفاده از  يط مرزي با شراPDE که توسط يا به دست آوردن فراتابع مساله .۱

 :ري از دو روش زيکي

 ياصل وردش •

 ي وزنيها ماندهيباق •

ب در يتر با استفاده از تقر فيل فراتابع به فرم ضعيب درون المان و تبديانتخاب نوع المان و تقر .۲

 محدوده المان

  لازم در سطح المانيها سياترمحاسبه م .۳

 س کل مسالهي و به دست آوردن ماتري محليها سي کردن ماتريآور جمع .۴

 يط مرزياعمال شرا .۵

                                                 
77 Complete 

  .شود  مساله میinhomogeneity که باعث  78
79 Sparse 
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 )يدرجات آزاد(س حاصل به منظور محاسبه مجهولات يحل ماتر .۶

  لازم٨٠يها پردازش پس .۷

  

 .ن مراحل را نشان خواهم داديق و مشخص ايدر فصل بعد به طور دق

                                                 
80 Post-processing 
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  فصل دوم

   محدودجزاءس به کمک روش ايل الکترومغناطيحل مسا

  

  مقدمه) ۲-۱

 را ي نوع PDE   ک مسالهي حل ي براي عددي روشيري به کارگي از چگونگيا ي کليدر فصل قبل شما

مان  که موضوع بحث - FE کردم چون روش فراتابع بر ي مبتنيها  بر روشيتر شيد بيتاک. ح دادميتوض

ن يبد. ن موضوع خواهم پرداختي به ايتر شيات بيين فصل با جزيدر ا. ن پايه استوار استي بر هم-است

ن نحو يبد.  به دست خواهم آورديسيل الکترومغناطي از مسايا  گسترهي را براFEM يبند  که فرموليمعن

 ي برايا ي نسبتا کليبند شود و هم فرمول ي فصل قبل مشخص مياضي ريها دهي استفاده از ايهم چگونگ

  .ديآ يدست م س بهي الکترومغناطلي از مسايفيط

 يسي الکترومغناطيبعد-۲ و يبعد-۱ يل کليشوند، مسا ين فصل مطرح مي که در ايليمسا

و اغلب  (  سادهي حل ستند که نتوان راهيده نيچيقدر پ  معمولا آنيسي الکترومغناطيبعد-۱ يها مساله.هستند

اما برخلاف .  دارديتر جنبه آموزش شان بيش يرا بFEM يريجه به کارگيدر نت. افتيها   آنيبرا) کيتيآنال

 يت، انتشار موج و به طور کليکه در واقع نيبا ا. شوند ي مطرح ميبعد-۲ ي در فضا  يا ي کاربرديليها، مسا آن

-۲ک مساله يها را به  توان آن ي از موارد مياري دارند اما در بسيبعد-۳ يتي ماهيسي الکترومغناطيها دهيپد

 تلف و  دان،يع ميثابت انتشار، توز(بر  توان به حل موج ي ميلين مساي از چنيا به عنوان نمونه. دب زي تقريبعد

ن محاسبه پرتو يچن و هم) ي مداريبه دست آوردن پارامترها( ثابت   با مقطع١پيکرواستري، حل مدارات ما...)

Scatteringاشاره کردي اجسام با همان شرط قبل .  

  :ر استي به صورت ز-ش گفتميطور که در فصل پ همان-  FEM استفاده از ک مساله باي حل يروش کل

                                                 
1 Microstrip 

"Everything should be made as 
simple as possible, but not 
simpler."  

– A. Einstein 
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 مشخص شده است با استفاده از يط مرزي با شراPDE که توسط يا  مسالهفراتابعبه دست آوردن  .۱

 :ري از دو روش زيکي

 ياصل وردش •

 ي وزنيها ماندهيباق •

ب در يتر با استفاده از تقر فيع به فرم ضفراتابعل يب درون المان و تبديانتخاب نوع المان و تقر .۲

 محدوده المان

  لازم در سطح المانيها سيمحاسبه ماتر .۳

 س کل مسالهي و به دست آوردن ماتري محليها سي ماتريآور جمع .۴

 يط مرزياعمال شرا .۵

 )يدرجات آزاد(س حاصل به منظور محاسبه مجهولات يحل ماتر .۶

  لازميها پردازش پس .۷

 

 مورد يسيل الکترومغناطي مسايز براين فصل نيدر ا. ه شدش گفتيدر فصل پ) ۱( قسمت يروش کل

  .ق مشخص شوديکار به طور دق نين را به دست خواهم آورد تا مراحل اي ايبعد-۲ و يبعد-۱نظر در حالت 

اش  يان فرم کليش نکردم و تنها به بي در فصل پيچندان صحبت) ۲(ب بخش يدرباره نوع المان و تقر

 و المان مثلث با يبعد-۱ حالت ي مرتبه اول برايا ب چند جملهي خط با تقر لمانن فصل ايدر ا. بسنده کردم

ار يها بس گرچه بحث درباره انواع المان. شود ي مطرح ميبعد-۲ حالت ي مرتبه اول برايا ب چند جملهيتقر

 .نامه چندان به آن نخواهم پرداخت انين پايمفصل است که در ا

به ) ۳بخش (شوند  ي هر المان حاصل ميبي که از محاسبه تقرييها سيز درباره ماتريش نيدر فصل پ

 منوط به مشخص يها سين ماترين است که محاسبه اي اياش به سادگ ليدل.  نکردميطور مشخص صحبت

ن ين محاسبات به ايجه ايدر نت. ن نوع مساله استيچن  به کار گرفته در آن و هم بيبودن نوع المان و تقر

  .فصل موکول شد
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- نشان خواهم داد و شبهيبعد-۱ حالت ين فصل براي حاصل را در ايها سي ماتريآور  جمعيچگونگ

-۲ و يبعد-۱ن حالت ي بين عمل تفاوت چنداني اي که براييجا از آن. سمينو يکار م ني اي هم برايا برنامه 

  . نخواهم داديبعد-۲ حالت ي برايح مفصلي وجود ندارد، توضيبعد-۳ن يچن  و هميبعد

 کاملا يط مرزي اعمال شرايچگونگ.  استFEM يها ن قسمتيتر  از مهميکي يط مرزي شرااعمال

مثلا در (ار ساده است يکار بس ني از موارد ايدر بعض.  آن دارديط مرزي و نوع شراPDE به معادله يبستگ

ح خواهم يباره توض ني مربوط درا  در بخش- به اعمال آن وجود ندارد ي که لزوم٢وماني نيمورد شرط مرز

- ل تمامي و تحل٣ لاگرانژيها  با المانيبعد مثلا در حالت سه(ده است يچيار پي از موارد بسيو در بعض) داد

  .ح خواهم دادي به طور مفصل توضيکه در فصل آت) ٤موج

ن دستگاه يا.  استي عدديها ، حل دستگاه حاصل با استفاده از روشFE يک مساله کليام  ۶مرحله 

. اند ن دو متفاوتي حل ايها روش.  باشد ٦ژهير ويک معادله مقاديا ي و  ٥نيک معادله معيگر  انيممکن است ب

ن فصل بدون توجه به نوع مساله، ي در ايژه است ولير وينامه، مساله مورد بحث از نوع مقاد انين پايدر ا

تا حد ممکن به ) کند يمژه بودن مساله را مشخص يا مقدار وين يت معيکه در نها(ه را ي اولPDE يها معادله

 به کار يبند  که در فرمولين مرحله، مجهولاتيدر هر دو صورت، پس از انجام ا. کنم يان مي  بيصورت کل

  .ديآ ياند به دست م رفته

 به -شان مشخص است طور که از نام همان-ها نام بردم  از آن) ۷( که در بخش ييها پردازش پس

دن به پاسخ ي رسي از موارد براي در بعضيست ولي ن FE يبند ود فرمولشود که جزء خ ي گفته مييها پردازش

ب را به يکرواستريک خط ماي يت خازنيم ظرفيخواه يد که ميبه عنوان مثال فرض کن. اند مورد نظر لازم

 استفاده کرد و پس از يکيل اسکالر الکتري پتانسيبند توان از فرمول يکار م ني انجام ايبرا. ميدست آور

. م کرديواره تقسيل دو دي را بر اختلاف پتانسي فلزيها وارهي ديل، بار حاصل بر رويع پتانسيه توزمحاسب

ل ي پتانسي از رويکيدان الکتري را دانست و محاسبه ميکيدان الکتريست ميبا ي به دست آوردن بار، ميبرا

                                                 
2 Neumann 
3 Lagrange Elements 
4 Full-wave analysis 
5 Deterministic 
6 Eigenvalue problem 
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ع ي تنها شامل محاسبه توز ،ه مسالهي اوليبند صورت. ٧شود ي از آن انجام ميريگ ز با استفاده از مشتقين

در  .ديم رسي به پاسخ مورد نظر نخواهي که بدون انجام مراحل بعديتر، در حال شيشود و نه ب يل ميپتانس

  .دهم يح مي قسمت اول به طور مفصل توض۵ درباره ي بعديها بخش

  

  يبعد-۱روش اجزا محدود ) ۲-۲

  :]۱۵[ر نوشتيل ز به شکي را در حالت کل۲ مرتبه يبعد-PDE ۱ک يتوان  يم
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ف آن يدامنه تعر. شود يار ظاهر ميس بسيل الکترومغناطيل مرتبه دوم در مسايفرانسين فرم معادله ديا

. ف شده استي در دو نقطه ابتدا و انتها تعريط مرزيف شده و شراي تعرL تا 0جا از  نيک خط است که در اي

 که به نام شرط ي کوشي شرط مرزيگري است و د٨ ناهمگنچلهيريد ي، شرط مرزيط مرزي از شرايکي

شود و در  ي همگن مچلهيريدل به ي تبد  باشد،۰ برابر pاگر مقدار . شود ي نوع سوم هم شناخته ميمرز

 معروف ي شرط مرزل بهين تبديگاه ا  آن   باشد،۰ هر دو γ و q مقدار  ،ي کوشي که در شرط مرزيصورت

 که يبيترت(ست ي ني الزامي شرط مرزيب ذکر شده براين ترتيد که اي کن لازم است توجه. گردد ي مومانين

 ي برايا ي، بلکه هر نوع شرط مرز)گري شرط دي داراL باشد و نقطه  چلهيريد ي شرط مرزيدارا  ۰نقطه 

  .ها قابل قبول است نيهرکدام از ا

                                                 
گیری، چگونگی محاسبه ماتریس ظرفیت  الکتریک، چگونگی مشتق جا جزییات بسیاری مانند چگونگی در نظر گرفتن ضریب دی  البته در این 7

  .کنم نظر می اش صرف مان از بیان وجود دارد که به دلیل ارتباط نداشتن به طور مستقیم به بحث... و هنگامی که چند هادی داشته باشد 
8 Inhomogenous Dirichlet Boundary Condition   
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جا  نيدر ا. ف کردي را تعرياديار زيس بسيل الکترومغناطيتوان مسا ين معادله مي اير پارامترهاييبا تغ

  :زنم يچند مثال م

ف ير قابل تعريل زيدر آن صورت مساله پتانس. مي هم داشته باشي موازيد دو صفحه فلزيفرض کن

  :است
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 يها يگذار يبا جا.  ناهمگنيگري همگن و ديکي – هستند  چلهيريد هر دو از نوع  ،يط مرزيجا شرا نيدر ا

  :ميرس ين معادله مي به هم ل،يفرانسي معادله دير در فرم کليز
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طور که گفته  همان( دارد و تنها به عنوان نمونه مطرح شده است يا ک سادهيتين مساله حل آناليالبته ا

ک مساله انتشار موج يگر به ي ديا به عنوان نمونه ). نسبتا ساده هستنديبعد-۱ يها با اکثر مسالهيشد تقر

  :]۱۵[ کرديبند ر فرموليتوان به شکل ز ين مساله را ميا. دي توجه کني موازين دو صفحه فلزيب
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  :ر استي به شکل زيمعادل آن در فرم رابطه کل.  همگن هستند چلهيريدجا هر دو از نوع  ني در ايط مرزيشرا
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           (2-5) 

 

  . است٩ژهي و ک مسالهي مورد قبلن مساله، برخلاف يشود ا يده ميطور که د همان

س به يط را که در الکترومغنايا يط مرزي و شرا ي با مشتقات جزئيليفرانسي معادله ديجا فرم کل نيتا ا

 يبرا. ديآ ي معادله به دست مفراتابع فصل قبل، ي، با استفاده از ابزارهايدر بخش بعد. ديديرود د يکار م

دار به طور مجزا استفاده  مانده وزني و باقيطور که قبلا گفته شد از دو روش مختلف اصل وردش کار همان نيا

  .کنم يم

 

  )ياصل وردش(تز ير-يليا با استفاده از روش رفراتابعمحاسبه ) ۲-۲-۱-۱

م و سپس آن را به يکرد ير استفاده مي، از رابطه زي با استفاده از اصل وردشفراتابعهنگام محاسبه 

 :ميکرد يستا مي که گفته شد ايقيطر

 

φφφφφ ,
2
1,

2
1,

2
1)( ffLF −−=        (2-6) 

 

م اپراتور يکن ي فرض ماول. شود يکننده، باعث بهتر نشان داده شدن مساله م استفاده از چند فرض ساده

  ا مادهي(ک يالکتر ي تلفات ديط داراي به آن معناست که محيسين در مساله الکترومغناطيا.  باشنديقيحق

                                                 
9 Eigenproblem 
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 يز به طور ذاتي نيگري ديساز  سادهين نوع اصل وردشيگر به علت انتخاب اياز طرف د. نباشد) يسيمغناط

 يمخصوصا برا(ست ين مورد چندان قابل قبول نيا. ست يط مرزيانجام شده است و آن هم همگن بودن شرا

توان  ي ميول) ن استيزهمي باشد که شرط معمول نژهيو مساله که مساله از نوع ي مگر هنگامچلهيريدشرط 

همه مساله را  نيبا ا. ]۱۱[شود ي نميچندان  همگن نبودن باعث تفاوتيي نهايبند نشان داد که در فرمول

 وجود رابطه  نيبا ا. کنم يشده اکتفا م ن حالت سادهي ايبند  تنها به فرمولکنم و ي حل نمي حالت کليبرا

  .شود ي آن اثبات مي در انتها نوشته خواهد شد و درستيکل

  :توان نوشت ي باشد، ميقياگر رابطه حق

 

fLF ,,
2
1)( φφφφ −=         (2-7) 

 

  :ن شکل استين مساله بدي در اLاپراتور 
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  :م داشتين دو رابطه خواهي ايگذار يو با جا
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           (2-9) 

 

]0,[ف يکه دامنه تعر L=Ωميکن ي جمله اول استفاده مي برا  جزء به جزءيريگ حال از انتگرال.  است .

  :م داشتيخواه
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  :مير را داري دو رابطه ز م،يا  را همگن در نظر گرفتهيط مرزي که شراييجا از آن
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  :توان نوشت يپس م
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 است که يهين بديعلاوه بر ا. ک مرز شده استي باعث صفر شدن چلهيريد يد که شرط مرزيتوجه کن

ن جمله ي است که ايست و تنها تفاوت در مکانيا يط مرز چه شريک از دو مرز، دارايکدام  ندارد که ياوتتف

ا هر دو سمت از نوع ي باشد  ومانين يا شرط مرزي يعني( باشد γ ،۰در ضمن اگر مقدار . شود ينوشته م

  . مورد نظر است فراتابعن، يا. مد اصلا در کار نخواهد آيا چنان جمله)  باشندچلهيريد

د يم باياوري به دست ب-تواند ناهمگن باشد ي ميط مرزيکه در آن شرا– معادله را يم فرم کلياگر بخواه

 را در يياش، تنها پاسخ نها  به دست آوردنيح چگونگيبدون توض. مي استفاده کني متفاوتياز اصل وردش

  :سمينو يجا م نيا

  

∫∫
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  . اضافه شدفراتابع به ي کوشي شرط مرزيک جمله مربوط به عدم همگنيشود که تنها  يده ميد

 وجود فراتابع در يا د، جملهيآ ي برمييطور که از فرم نها همان. حال لازم است به چند نکته توجه شود

 ي برايا ن جملهي که چنيلدر حا. دهد ي را نشان مي نوع کوشي نقش شرط مرز ١٠يدارد که به طور ضمن

به ) م کردي که خواهيب آن، کاريو تقر (فراتابعد يکه هنگام تول نيجه اينت.  وجود نداردچلهيريد يشرط مرز

 ي که شرط مرزيشود در حال ياعمال م) اش  به عنوان حالت خاصومانينو (ي کوشيطور خودکار شرط مرز

 را شرط ينامند و دوم ي م١١ي ذاتي اول را شرط مرزيشرط مرز. د جداگانه اعمال گرددي باچلهيريدنوع 

 يا يط مرزين شراي با چن PDEافته يل ي است که تبد-تر و درست–ل  بهتر ين دليبه هم. ١٢،١٣ي ضروريمرز

  :مير نشان دهي به صورت زيضرور ي مربوط به شرط مرزي يراه با شرط اضاف  هم فراتابعرا به شکل 
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  . استي ضرورFE استفاده از روش ين نکته کاملا برايتوجه به ا

ن بود که يکردم ا ي که تا به حال استفاده ميروش.  را اثبات کنمي کلفراتابعن ي ايخواهم درست يحال م

دست ل را به يفرانسي معادله دفراتابع -ش نشان دادمياش را در فصل پ يکه درست– يبا استفاده از اصل وردش

ست و تنها به يل ناهمگن درست ني مساي برايا ي قبل گفتم که چنان اصل وردشيها اما در بخش. آوردم يم

ن، يعلاوه بر ا.  رابطه به دست آمده را نشان داديتوان درست يحال م نيبا ا.  اکتفا کردمييذکر پاسخ نها

 در يبا اعمال اپراتور وردش. شود ي مدهي دييباي به ز ي ذاتيط مرزي مربوط به شرايها ر جملهي تاثيچگونگ

  :کنم ي شروع مييستاينقطه ا

                                                 
10 Implicit 
11 Natural B.C. 
12 Essential B.C. 

 برگزیدم به دلیل مفهوم این کلمه در مبحث که به معنای ذاتی، درونی و بدون natural برای طبیعی را به جای ذاتینامه معادل   در این پایان 13
  .نیاز به اعمال از خارج است
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 ]۲[د به يتوان يشان م تر درباره شي اطلاعات بي استفاده شده است که برايجا از خواص اپراتور وردش نيدر ا

  :م داشتي جزء به جزء خواهيريگ با انتگرال .ديمراجعه کن
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، پس ) از قبل مشخص استچلهيريد يمقدارش توسط شرط مرز( ثابت است  φ چون مقدار  ،x=0و در 

0
0
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=x

δφتوان نوشت ياست و م:  
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  :پس. جه گرفت که عبارات داخل کروشه صفر استيتوان نت ي م  برقرار باشد،δφ هر يد به ازاين بايو چون ا
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 در  يذاتطور که قبلا گفته شد به صورت   است که هماني نوع کوشيه و شرط مرزي اولPDEگر  انيکه ب

  . مشخص استي به خوبيزن نوع شرط مريجا نقش ا نيدر ا. ان شده استي بفراتابع
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  دار مانده وزني با استفاده از روش باق فراتابعمحاسبه ) ۲-۲-۱-۲

طور که در  همان.  استفاده کردم فراتابع محاسبه ي برايتز و اصل وردشير-يليدر قسمت قبل از روش را

 که ياد و در صورتز انجام ديدار ن مانده وزنيتوان با استفاده از روش باق ين کار را ميد، هميديفصل قبل د

و خودالحاق ، Lن اپراتور يچن و هم) نيروش گالرک(تابع وزن از جنس همان تابع گسترش انتخاب شود 

شه يهمما ، حال  ني با ا.[15] و [11]، [1]شود  ي ميکسانيج ي به نتايوش منتهن دو ري باشد، افيتعر-مثبت

ام و تنها  نامه انجام نداده انين پايطور که در ا مانه(م ي کني اپراتورمان معرفي برايا يم اصل وردشيتوان ينم

 ي که دارايلي مسايکه فقط برا نيجه ايان کردم و نتي است آن را بفيتعر-مثبت و خودالحاق که ي حالتيبرا

 ي است براين ضعفيو ا) م به دست آوردمي است اپراتور را به طور مستقيقي همگن و اپراتور حقيط مرزيشرا

شه قابل يهم) دار مانده وزني بر باقي مبتنيها و اصولا روش(ن يتز، روش گالرکيرخلاف روش راما ب. ن روشيا

 به دست ين روش برايتر منابع از ا شيل است که در بين دليقا به هميدق.  ندارديتياستفاده است و محدود

 است يدير بودن دت ن روش کمين مشکل ايتر اما بزرگ. کنند يشان استفاده مFE مساله يبند آوردن فرمول

ن ي که ايم در حالي از مساله دارييباي زي ياضير ري، ما تعبيدر روش وردش. دهد يکه نسبت به مساله به ما م

جا  نين وجود در ايبا ا. تر است کم) نياز جمله روش گالرک(دار  مانده وزني بر باقي مبتنيها  در روشييبايز

  :ميسينو يمان را م ليفرانسيمانده مساله دياقب .پردازم ين روش ميان هميق به بيبه طور دق

  

f
dx
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dx
dfLR −+






−=−= βφφαφφ)(       (2-19) 

  

  :١٤ديآ ير درمي به صورت زدار مانده وزنيجه باقيدر نت
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  .مان حقیقی فرض شده است جا برای سادگی، اپراتور ضرب داخلی  در این 14
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  :م داشتي جزء به جزء خواهيريگ و با استفاده از انتگرال
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  :م داشتيم خواهين رابطه را مرتب کني ااگر
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φψاگر   با رابطه ياديم و رابطه به دست آمده شباهت زيا ن استفاده کردهي گالرکيگاه از تابع وزن  آن  باشد،=

د يد توجه کنيبا...).  و ½ب يضرتفاوت در (ست ي نيکيقا ي دقي ول-تز خواهد داشت يمنتج شده از روش ر

تز، يرابطه به دست آمده از روش ر. ستنديک معنا نين مرحله اصلا به ي در اياضين دو رابطه از نظر ريکه ا

مانده را به صورت گسترده يک تابع باقيدار،  مانده وزنيکه رابطه باق يستا شود در حاليد اي است که بايانتگرال

 يحال، در صورت نيبا ا .مانده بر تابع وزن استي تابع باق١٥ري صفر کردن تصوياکند و در اصل به معن يصفر م

),(  و φδF)(   که در قسمت اول ذکر کردم برقرار باشد،يکه شروط φφW شوند يکسان مي. 

 

   فراتابع١٦خردکردن) ۲-۲-۲

جه قسمت ين بخش نتيدر ا. ن به دست آوردميرکتز و گالي را با هر دو روش رفراتابعدر قسمت قبل 

  .سمينو يک المان مي در يبيقبل را به صورت تقر

با درجات  (يت بعدينها ي بيک معادله در فضايحل .  استي عدديها ب، اساس کار همه روشيتقر

 ي يتر پارامي در فضايا د با مسالهيها را با جه آنيدر نت. ستي ممکن نيق عددياز طر) تينها ي بيآزاد
                                                 
15 Projection 
16 Discretization of Functional 
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 ين فصل برايدر ا.  دادميحاتي توضياش به طور کل ين و چگونگيدر فصل قبل درباره ا. ب زديمحدود تقر

 است، يادآوري که لازم به يا تنها نکته. دهم ي خاص، محاسبات را به طور مرحله به مرحله انجام ميحالت

شوند،  يف نمي تعري مکانيفضا ما در همه يبي توابع تقريعني.  است FEMب در ي تقريمحدود بودن فضا

جه، يدر نت. ميده يکار را به طور جداگانه انجام م ني ا-مييگو يکه به آن المان م-  ١٧ هر بخش فضايبلکه برا

  :مي داريعني. شود ي مي مکانيرفضاهاي از زيا  از مجموعهيبي به صورت تقري مکانيب کل فضايتقر
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ب در کل يز تابع تقري نrφ)(ک المان تنهاست و ي در حوزه r در مکان يبيگر مقدار تابع تقر اني بreφ)(که 

 هر المان است يتعداد درجات آزاد  en. هاست  المانيبي از توابع تقريا  است که شامل مجموعهي مکانيفضا

علاوه بر آن .  نوع تابع گسترش وجود داردي براي متعدديها انتخاب . کل فضاستيها ز تعداد المانينeN و

، هر يبعد-۱، در حالت ي سادگيجا برا نيدر ا. ر کندييتواند تغ يز مي هر المان نيتعداد درجات آزاد

ن يبد. رميگ ي در نظر ميبه صورت خطکنم و تابع گسترش آن را  ي مشخص ميمان را با دو درجه آزاد المان

  : کهيمعن
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  که در آن

 

                                                 
 element و یا subdomainتر برای هر   به عبارت دقیق 17
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ب، ي نوع تقرنيحال با استفاده از ا . استيبعد-۱ل ي مساينوع المان برا) نيتر و پراستفاده(ن يتر ن سادهيا

  :ميدار. ميزن يب ميمان را تقر فراتابع
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           (2-27) 
 

ا دو نقطه ي(ک نقطه يتنها در ) يضرور يط مرزيجملات شرا(ن توجه شود که دو جمله آخر يلازم است به ا

  .دهند يل نميس تشکيک ماتريمقدار دارند و ) ن جنس بوديز از هميگر نياگر آن مرز د

توان  يجه ميدر نت. ردامنه استي زيبه تعداد  ١٨ييل کل دامنه فضاي در تبدFE يده اصليگفته شد که ا

 يها  روشيا به طور کلي و نيگالرک يبرا(دار  مانده وزنيو صفر شدن انتگرال باق) تزير يبرا (ييستايشرط ا

 در ي حالت اول، سعين معنا که برايبد. نوشتها به طور مجزا   هر کدام از المانيرا بر رو) دار مانده وزنيباق

                                                 
18 Spatial domain 

)(1 xN e  )(2 xN e  

ex2  
ex1  

 بعدی-١توابع گسترش   -١-٢ شکل
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 ي را بر تابع وزنيبير تابع تقري تصو  حالت دوم،ي در هر المان کرد و برافراتابع يبيستا کردن گسترش تقريا

اند که هر   انتخاب شدهيا ب به گونهي که توابع گسترش تقرييجا از آن. در هر المان به طور جداگانه صفر کرد

  :توان نوشت يگر است، پس ميالمان دالمان مستقل از 
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 يها د و ارتباط گزارهيآ يمان م  بودن تابع گسترشيب مجموعيف ترکي تعريارتباط گزاره اول و دوم از رو

ن يهمز به يدار ن مانده وزني باقي فرمول بنديبرا.  دوم و سوم از مستقل بودن توابع گسترش در هر المان

  :توان نوشت يشکل م
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  :توان نوشت يپس م
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           (2-31) 

 

 :مي در هر المان دارييستايبا نوشتن شرط ا

                                                 
  .جمله را بعدا به طور جداگانه مورد بررسی قرار خواهم داد آن. نظر شده است جا از جمله آخر شرط مرزی صرف  در این19
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توان  ي م  از درون انتگرال،Σرون آوردن يبا ب. ل استفاده شده استيفرانسي د٢٠يا رهيجا از قاعده زنج نيکه در ا

  :نوشتر يبه شکل زفرم ساده شده آن را 
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که ( در هر المانf و α ،βر ي و مقادN يرم کلبا دانستن ف. باشد ي است که قابل محاسبه مين، اکنون به فرميا

 ي مختلفي عدديها توان از روش ي محاسبه ميبرا. ن انتگرال قابل محاسبه استي، ا) از مکان هستنديتابع

 را در f و α ،βر يم و و مقادي ده  انجاميساز اما اگر فرض ساده.  وجود دارد بهره جستيريگ  انتگراليکه برا

مان استفاده   مرتبه اول بودن تابع گسترشيا ت چندجملهيتوان از خاص يگاه م م، آنيريهر المان ثابت بگ

 توابع گسترش يبرا.  استيمان کوچک هستند، فرض معقول يها که المان نيل اين فرض به دليا. ميکن

  :مير را داري مرتبه اول روابط زيا چندجمله

                                                 
20 Chain rule 
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 که ما در ييجا از آن.  نوشتيسيتوان به فرم ماتر يها را م نيد، اياد داريطور که از فصل قبل به  و همان

 هستند که در همان المان يا ي محليها سي ماتر  حاصل هم،يها سيم پس ماتريا ها کار کرده محدوده المان

][س يباشد، ماتر ي م۲ هر المان يترش، درجه آزادن گسي که در اييجا از آن. اند ف شدهيتعر eK ،2x2 است 

][ ي ستونيها سيو ماتر eb) و ) ک دارديکه نشان از منبع و تحر][ eφ) هر المان را يکه درجات آزاد 

  :ميپس دار.  هستند 2x1، )کند يمشخص م

  

121222 ][][][ ××× = eee bK φ          (2-37) 
 

  :م داشتي در هر المان خواهفراتابع ييستاي از ايک انتگرال در عبارت ناشيتي مقدار آناليگذار يو با جا
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که  ني ايبرا. کنند يالمان را مشخص مک ي در ين درجات آزادي هستند که رابطه بييها سيها ماتر نيا

 يست به نوعيبا يها م سين ماتري ا د،ياي مساله به دست بي مکاني کل فضاين همه درجات آزادين رابطه بيا

 .ح خواهم داديات توضيي با جزيند که در قسمت بعديگو ي ميآور ند را جمعين فرآيا. ب شونديبا هم ترک

اصول . دهم يز انجام ميدار ن مانده وزني به دست آمده از روش باقاتابعفر ي را برا ن عمل خردکردنيحال هم

روش ( مان باشد   همان تابع گسترشي که تابع وزنيجه در صورتي نتيکار مشابه قسمت قبل است و حت

  . نخواهد داشتيتفاوت)  نيگالرک

  :ميدار دار مانده وزنيمان در باق ي تابع گسترش با دو درجه آزاديگذار يبا جا
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ما در حالت ) تست(که تعداد و نوع توابع وزن  ني ايکي. رسد يان چند نکته لازم به نظر ميجا ب نيدر ا

تعداد توابع ) تر از شيا بي(ن توابع برابر با ي اگر تعداد ا طور که در فصل قبل گفته شد، همان. اند ياري اختيکل

کتا ي يتر باشد به جواب اگر تعداد کم. م داشتيکتا خواهي يمان باشد، در آن صورت جواب يطه مستقل خيپا

جا فرض  نيدر ا.  حل مساله استفاده کردي براLSE يها د از روشيتر باشد با شيد و اگر تعداد بيم رسينخواه

 تابع  گر،ياز طرف د. وزن تابع گسترش و ۲–م تعداد توابع وزن با توابع گسترش هر المان برابر باشد يکن يم
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ن عبارت را يق اين مورد ما مقدار دقين است که در ايکار ا نيل ايدل. ام  ندادهيبيپاسخ را در مرزها بسط تقر

  :ميسير بنويم انتگرال بالا را به صورت زيتوان يم. ستيب آن ني به تقريازيم و نيدار
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. ، مقدار ندارد) است  نقطه۲ تنها يبعد-۱که در مساله ( است و جز در مرزها يط مرزيگر شرا انير بجمله آخ

م درست مثل قبل يتوان ينظر از آن، م پس با صرف. شود ين جمله وارد نميها ا که در اکثر المان نيجه اينت

  :٢١ميسيبنو

  

121222 ][][][ ××× = ee bK φ          (2-42) 

∫
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e dxfb 2
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.ψ          (2-44) 

 

iiو اگر در آن،  N=ψتزير يبند د که درست همان فرموليآ ي به دست منيگالرک ي ي باشد، فرمول بند 

 . خواهم کردينده بررسيمرزها را به طور جداگانه در آ. است

 

                                                 
  .های مرزی را به طور دقیق بررسی خواهم کرد های بعدی جمله  البته در قسمت 21

 گذاری عمومی و محلی ه  شمار-٢-٢ شکل
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  ها  معادلات المانيآور جمع) ۲-۲-۳

د يديد. کند به دست آوردم يک المان را به هم مربوط مي ٢٢ي را که درجات آزاديا ر قسمت قبل رابطهد

 و درجات ييدن به پاسخ نهاي رسياما برا. ر را محاسبه کرديتوان آن مقاد ي ميا ار سادهيکه با محسبات بس

  . ن معادلات را به هم در نظر گرفتيست همه ايبا يستم، مي کل سيآزاد

  

 ي  در معادلهيک درجه آزادين معنا که يبه ا: توانند با هم اشتراک داشته باشند يمعادلات من يا

 ي ن المان گرهيدهد که چند ي رخ مي وقتين امريچن. ن المان مختلف شرکت داشته باشديگر چند فيتوص

  .٢٣ داشته باشنديمشترک

 که درجه ي گره مرزي دارايها المانگر ارتباط دارد مگر در ي المان د۲، هر المان با يبعد-۱در حالت 

ها توسط معادلات  ه گرهي مرز، بقي رويها جه جز گرهيدر نت.  مرز، تنها با همان المان ارتباط داردي رويآزاد

  .شود يده مين موضوع در شکل ديا.شوند يف ميدو المان توام توص

ان يتوان ب ي نمي کليا  گزارهمان دارد و يبند  به مشي مشترک بستگييها ، تعداد گرهيبعد-۲در حالت 

 گره ي مجاور دارايها چون تنها المان) ۱۰تر از   کميا در مرتبه(ن تعداد محدود است يهمه ا نيبا ا. کرد

 شکل وجود ي مکاني فضاي در دو سوين دو درجه آزادي بيميچ ارتباط مستقيجه هيدر نت. مشترک هستند

شان با هم  يها ق المانيک به هم از طري نزديها تنها گرهکه  نيجه اينت). MoM چون يبرخلاف روش(ندارد 

ست که باعث  ييها يژگي از ويکين يا.  با هم نخواهند داشتيها  ارتباط کنند و اکثر گره يدا ميارتباط پ

ت ي مزي تنک است که از نظر محاسباتييها سياش ماتر  شده است چون حاصل FEMت يمحبوب

 . [15]اند يبزرگ

  : نوشتميعني. ل کردمي تبديب محلي از توابع تقريا ب را به مجموعهي تابع تقريل قبيها در قسمت

  

                                                 
 هر درجه –کنند  ادی، متغییرهای مجهول مساله هستند که کمیت مورد نظر را توصیف می لازم است تاکید کنم که منظور از درجات آز 22

  .در یک نقطه از فضای مکانی مساله است... آزادی معادل یک مقدار میدان، پتانسیل و 
ها تعریف شده  جات آزادی در گره در در این نوشتار تا به حال،. های مختلفی باشد تواند به شکل و المان می) مجهولات( ارتباط درجات آزادی  23

  . تعریف شود که فعلا کاری به آن نداریم-مثلا در وجوه- های دیگری نیز ممکن است درجات آزادی به صورت. است
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∑
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)()( φφ          (2-45) 

 

  :ر شدميه مستقل بودند، قادر به نوشتن عبارات زين توابع در هر ناحي که اييجا و از آن
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∑
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eN
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eWW
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0)(0)( φφ         (2-47) 

  

ک المان، ي يها   گرهين شد که برايجه اي انجام دادم و نت فراتابع يه را بر روين تجزيپس از آن، ا

][22 يها سي که توسط ماتريروابط( به دست آوردم يا رابطه ×
eK 12 و][ ×

ebمشخص يبعد-۱ حالت ي برا 

، هر گره در يبند ن فرموليدر ا. شد يدر آنها ارضا م) يمانده وزنيصفر شدن باقا ي (ييستايکه شرط ا) شدند

ت گره ياما در واقع با توجه به موقع. يبعد-۱ حالت ي برا۲ و ۱ – بود ٢٤يا ي محليگذار  شمارهيالمان دارا

ف شده ي تعريه ما در کل فضا مکاني که روابط اولييجا کند و از آن ي آن فرق مي ي کلي ، شمارهيبند در مش

 آن را در نظر ٢٥ي شماره عموم-شوند يان مي بيسيکه به فرم ماتر– يجاد روابط کليست در ايبا ي م بودند،

ب برابر با شماره ي مشخص شده به ترت2 و1 ي محليها ن شکل، شماره گرهي در ا به عنوان مثال، .گرفت

  :ر باشديها به شکل ز  آني محليسيپس اگر رابطه ماتر.  است 4 و 3 يعموم
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  :توان نوشت يم

                                                 
24 Local numbering 
25 Global numbering 



 56 









=








⋅








⇒








=








=








e

e

emap

emap
ee

ee

emap

emap
e

e

b
b

KK
KK

2

1

)2,(

)1,(

2212

1211

4

3

)2,(

)1,(

2

1

φ
φ

φ
φ

φ
φ

φ
φ

    (2-49) 

 

ل يها تبد  گرهي عموميگذار اش در شماره ام را به معادلeام المان  i ي گره محل ،map(e,i)جا تابع  نيدر ا

جاد شود يد مش ايست در هنگام توليبا ي م-ده نشان دايک آرايله يتوان آن را به وس يکه م-ن تابع يا. کند يم

 را که از يا ي محليها  همه رابطهيتوان معادل عموم يل مين تبديبا ا . شوديدار  نگهي مراحل بعديو برا

توان  ي ميعني. ب کرديد شده است با هم ترکيدار تول مانده وزنيا صفر کردن باقي و  فراتابعستا کردن يا

  :نوشت

  

{ } { }∑∑
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ee N

e

eee
N

e

eee bKbKbK
11

][]][[][])map([][][]][[ φφφ    (2-50) 

 

ها   المانيآور  جمعي و چگونگ FEM از روند کار ٢٦يا برنامه  شبه کار، ني ايتر شدن چگونگ  مشخصيحال برا

  :سمينو يم

  

define Ne as number of elements 

define N as number of nodes 

 

define Elements as struct 

   { 

   int node1; 

   int node2; 

   } with Ne elements; 

 

define [K] as N*N matrix 

define [b] as N*1 matrix 

Initialize; // Zeroing [K] and [b] elements 
                                                 
26 Pseudo-code 
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// Main loop 

 

for e=1 to Ne 

 { 

 compute [Ke]; // 2*2 matrix 

 compute [be]; // 2*1 matrix 

 

 for i=1 to 2 

  for j=1 to 2 

   K(map(e,i),map(e,j))+=Ke(i,j); 

  

 for i=1 to 2 

  b(map(e,i)+=be(i); 

 } 

 

 

int map(e,i) 

{ 

if (i==1) 

 return Elements[e].node1; 

if (i==2) 

 return Elements[e].node2;  

} 

 

  يط مرزياعمال شرا) ۲-۲-۴

کتا ي پاسخ ي، مساله دارايط مرزي بدون دانستن شرا . است٢٧ يط مرزي شراي دارا PDEهر مساله 

  .ميري در نظر بگيا ز به گونهي آن را نيط مرزيد شراي ما با ،يا ن مسالهي حل هر چنيلذا برا. نخواهد بود

  
                                                 
27 Boundary Condition 
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  :]۱۱[ وجود داردي کلي، دو نوع شرط مرز٢٨جا مطرح کردم ني که در ايليدر مسا

  

p     (51-2)  :ناهمگنچله يري ديشرط مرز .۱
dx

=
Γ∈

φ   

q     (52-2)  ):ا نوع سومي (ي کوشيشرط مرز .۲
x

nx

=+
∂
∂

Γ∈

γφ
φ

α  

 

)(که  nd Γ∪Γ=Γدر حالت يول(شود  ي، دو نقطه ابتدا و انتها را شامل ميبعد-۱ست و در حالت   مرز مساله 

 ي باشند، شرط مرز0 هر دو γ و  q اگر  ). است٢٩هيک روي  ،يبعد-۳ است و در حالت يک منحني يبعد-۲

 خود،  ن شرط،يالبته ا. شود ي م ومانين) سيدر الکترومغناط(ار متداول ي بسيل به شرط مرزي تبديکوش

ار  به کscattering مناسب در ٣١ جاذبيجاد شرط مرزي اي  است که برا٣٠ امپدانسيمعادل شرط مرز

 مواجه ي با دو نوع شرط مرزفراتابع و هنگام به دست آوردن  FEMم که در يدي قبل ديها در قسمت. رود يم

  :ميشو يم

  

 ي ذاتيشرط مرز .۱

  ي ضروريشرط مرز .۲

 

  ست هنگام خردکردن  ي کافيعني -شود  ي لحاظ مFE يبند  در فرموليخود ن شرط به طور خودبهياول

 ندارد و لذا فراتابع در يريگونه تاث چياما شرط نوع دوم، ه. ميرير نظر بگ آن را دي محليها سيو ساخت ماتر

 فراتابعستا کردن ي معادل ا .B.C با  PDEک ين است که حل يجه اينت. ست به طور جداگانه برقرار شوديبا يم

 ي برقرارنيچن و هم)  و هر روش مشابه نيگالرک روش يدار برا  وزني ماندهيا صفر کردن باقي (تزيردر روش 

  . است يضرور يجداگانه شرط مرز

                                                 
 Sturm-Liouville مساله – ٢ خطی و مرتبه PDE مساله  28

29 surface 
30 Impedance Boundary Condition  
31 Absorbing Boundary Condition (A.B.C.) 
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، شرط چلهيريد ي شرط مرزي است وليذات ي، شرط مرزي نوع کوشيد که شرط مرزيديدر قبل د

ح ين بخش توضي را در اين شروط مرزي اعمال ايچگونگ .د به طور جداگانه لحاظ شودي است و بايضرور

 شروع   -اش  به عنوان حالت خاص ومانين و ي کوشي شرط مرزيعني– يذات يابتدا از شرط مرز. دهم يم

 در  يضرور يکه شرط مرز– چلهيريد يو سپس به شرط مرز) نيگالرک و  تزير هر دو حالت يبرا(کنم  يم

FE پردازم ي م- است.  

  :مي داشته باشيعني.  برقرار باشدnΓ در مرز  ومانين يد که شرط مرزيابتدا فرض کن

  

0=
∂
∂

n
φ           (2-53) 

 

ن معادل صفر يد که اينيب يم. باشد ي مx همان يک بعدي بردار عمود بر سطح مرز است و در حالت  nکه 

م که جمله ينيب ي، مي به دست آمده از اصل وردش فراتابعبا مشاهده .  استي کوشي در شرط مرزγ و  qبودن 

  :دشو ي صفر مين نوع شرط مرزيمربوط به ا
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 شرط يد حالت کليحال فرض کن !مي بکنيکار چيست هي، لازم نين شرط مرزي اعمال ايجه برايو در نت

  :ميسينو يم.  برقرار باشديبعد-۱ يها  را در الماني کوشيمرز

  

[ ]
Lx

N

e j

e
j

e
j

N

e j

e
j

e
j

T xNqxNNF
=

= == = 


















−








+= ∑∑∑∑

1

2

1

2

1

2

1
)()(

2
1...}){}({ φφγφ    (2-55) 
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گر مرز برقرار ي گرچه ممکن است در د–جا  ني در ا x=Lمثلا  (ک نقطهين شرط تنها در ي که اييجا از آن

  :پس. ن جمله مقدار داردي است که اي پس تنها در المان مرز صادق است،) باشد
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  :ميسينو يست برقرار باشد، پس ميبا ي مييستايشرط ا. ست ييس المان انتهاي اندNکه 
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][م و يدست آورد  قبل بهيها ست که در قسمتيا جمله اول همان جمله eK و ][ ebد يمان تول ي را برا

  . شود ي اضافه مي قبليها سيتفاوت تنها در جمله دوم است که به ماتر. کرد يم

  :توان نوشت ي م-ديدي دطور که همان- ييستاي شرط اي برقراريبرا
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          (2-58) 

 

eNe  کهيي است مگر المان انتهاي بخش قبلي جهيها درست همان نت  همه المانيجه برايو نت شود و  يم  =

  :ميداردر آن 
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گر يدر د.  است۲، گره شماره ي محليگذار  در شمارهييام که گره انتها جا فرض کرده نيد که در ايتوجه کن

ر المان يت زينک از خاصيا.  وجود ندارد-سيک اندير ييجز تغ– يبند  در فرموليصورت هم تفاوت چندان

  :ميکن يمان استفاده م کيمرتبه 

  

ij
e
j

e
i xN δ=)(           (2-60) 

 

  :ميسيم بنويجه قادريدر نت. ۰ است و در گره روبرو، ۱ در خود گره ک گرهي مقدار تابع گسترش يعني
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       (2-61) 

 

  :ديآ ير به دست مي فرم ز ،ييس نهاي در ماتريي انتهايرات در درجه آزاديين تغيو با اعمال ا
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NNNN γ,,          (2-62) 

 

 حالت ي برايعني. ديآ ي به دست مين نوع روابطي چن  مشابه،يم روندز با انجاي نيبعد-۲ حالت يبرا

ها  سي به ماتري جملاتي کوشيرد و در حالت کليگ يها صورت نم سيه ماتري در فرم اوليرييچ تغي هومانين

  . اضافه خواهد شد

 ن کار دري اي به چگونگ ،تزير يبند  فرمولي براي کوشيط مرزي اعمال شرايان چگونگيپس از ب

ج حاصل مشابه حالت يکنم که نتا ين بسنده ميش از ادامه تنها به ذکر ايپ. ميرس ي م نيگالرک يبند فرمول

 يبند  فرموليفرم کل.  تفاوت دارديکمشان   شکل محاسبه ،يبند ل تفاوت فرمولي گرچه به دل–اند  قبل

  :ر استيدار به شکل ز مانده وزنيباق
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φ
αψβφψ
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αψφ   (2-63) 

 

 جمله مربوط –شود که جمله آخر  يده مي ديدر رابطه بالا به سادگ. ميري گ ومانين را يط مرزيابتدا شرا

سپس به . مي اعمال کنيرييست تغيز لازم نين حالت نيپس در ا. شود ي صفر م– يضرور يط مرزيبه شرا

  :ميدار. ميرس ي مي کوشي شرط مرزيحالت کل

  

[ ]  
n

n xx

q
x

Γ∈Γ∈

−=
∂
∂

γφ
φ

α         (2-64) 

 

  :ميسيم بنويتوان ي ميگذار يپس با جا

  

[ ] ( )[ ]
d

n
x

x dx
dqW

Γ∈
Γ∈ 



−+−+= ψφαψγφψφ ...),(      (2-65) 

 

 ي براي بود وليبعد-۱ حالت ي برايبند که فرمول نيکه با ا نياول ا. رسد يذکر چند نکته لازم به نظر م

قطه، از ک ني  نشان دادن مرز با تنها ينده، به جاي آيبعد-۳ و يبعد-۲ يها تر با بخش شيشباهت ب

 دو نقطه است و هر کدام از Γد دقت کرد که يجه بايدر نت. ام استفاده کرده) Γ يعني(تر  ي کليا مجموعه

nΓ)  يذاتمرز ( وdΓ)  ي تا پوشش کليا ين شرط مرزيوجود نداشتن چن(اند   نقطه۲ تا ۰ن يب) يضرورمرز 

، در ي به دست آمده از اصل وردشيبند که برخلاف فرمول نيگر اينکته د). ين نوع شرط مرزيمرز توسط ا

م يبلکه خودمان آن را به دو بخش تقس  شود يم مشخص نمي بودن مرز به طور مستق يضرور و يذاتجا  نيا

 يحال به بررس .ميا گر دست نزدهي به بخش ديم وليا ته را نوشيط مرزي رابطه شرا يذاتدر مرز . ميا کرده

د به ين شرط بايقبلا گفتم که ا. پردازم يم)  است چلهيريدکه از نوع  (يضرور ي اعمال شرط مرزيچگونگ

  .ر نداردي تاثفراتابعطور جداگانه اعمال شود و در 
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 از قبل مشخص شده يبا مقدار برابر يآزاد  از درجاتين است که مقدار تعدادين شرط معادل اياعمال ا

  :ر مشخص باشدي است به شکل ز  مشخص شدهdΓ که توسط ي مرزي بر رو٣٣ها ر گرهي مقاديعني. ٣٢باشند

  

dd

n

i

nxxx

i

nddd
ppp

Γ=Γ

===

=

Γ∈Γ∈Γ∈


1

21 ,...,,
21

φφφ

      (2-66) 

 

تند ه به هم هسي شبيگ  کرد که همهي را بررسين شرط مرزي اعمال ايتوان چگونگ ين منظر ميبا چند

ابتدا  ). مشابهيز متفاوت ولي نياند و البته بعض  معادلياضي از نظر ريتوان نشان داد که بعض ي ميبه راحت(

ب با يها را به ترت م و آنيم کرده باشيتقس  ٣٥ش معلومي و از پ٣٤ را به دو دسته آزاديد درجات آزاديفرض کن

fφ و pφيند و دوميايد به دست بي هستند که بايا ي آزاد گر درجات انيدسته اول ب. مي کن مشخص 

ها   گرهيگذار ات شمارهي عملياگر در ط.  هستند چلهيريد يط مرزير از قبل مشخص شرايکننده مقاد مشخص

ش ي را به دو قسمت مجزا آزاد و از پي درجات آزاديس ستونياترم)  بعد از آنيپردازش ا توسط پسيو (

  :ميسيم بنويتوان يم ميم کنيمعلوم تقس

  

[ ] [ ] [ ] { } { }
{ } { }

{ }
{ }

{ }
{ }
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φ
φ

φ      (2-67) 

 

  :ميسينو ي است، مfφدست آوردن   که هدف ما بهييجا و از آن

  

{ } { } { } { } { }fpfpfff bKK =⋅+⋅ φφ         (2-68) 

                                                 
 از همین لفظ  نامه، گذاری فضای پارامتری در کل این پایان سانی نام چندان درست ننماید اما برای یک درجه آزادی در نتیجه شاید اطلاق لفظ  32

  .ام استفاده کرده
مان  اگر المان.  باشدnode-basedمان از نوع   گسترش تقریب مان و در نتیجه توابع های  بوده است که المانجا فرض بر این  البته در این 33

edge elementباشد، چنین حرفی دقیق نخواهد بود .  
34 Free 
35 Prescribed 
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}س ير ماتريطور که قبلا گفتم، مقاد که همان }pφ ميبا جداکردن بخش مجهول از معلوم دار. مشخص است:  

  

{ } { } { } { } { } { } { } { }fpfpfpfpfff bKbKK ′=⋅−=⋅+⋅ φφφ      (2-69) 

  

ن يبه ا.  شده است-س قبل استيتر از ماتر که کوچک– يسين ماتريل به حل چنيمان تبد  مساله پس اکنون،

، حالت چلهيريد يار متداول شرط مرزيحالت بس. نديگو ي  مcondensation of boundary conditionعمل 

]س يل صفر بودن ماتريدر آن حالت به دل. همگن آن است ]pφديآ ير درمي، معادله به شکل ز:  

  

{ } { } { }ffff bK =⋅ φ          (2-70) 

 

  .جا قابل توجه است نيدو نکته در ا

شود که شامل دو  يده ميک را دارند ديتحر که نقش ′fbل دهنده يکه با دقت در جملات تشک اول آن

  :[15]بخش است

  

} از منبع مستقل يجمله ناش .۱ }fbر يم از تاثيديطور که د که همانfديآ ي به وجود م. 

 . بر نقاط مجهولچلهيريد يط مرزي از کنش شرايجمله ناش .۲

  

تر  قيتر حل شدن، دق عيجه سرير نتتر شدن مساله و د  باعث کوچک.condensation of B.Cکه  دوم آن

 يبعد-۱ن مساله در حالت يا. شود ي م٣٦يسيکننده ماتر  توسط حليتر ها و اشغال حافظه کم بودن پاسخ

، چون يبعد-۳ و يبعد-۲ يها  در حالتيباشد ول ي م۲ ممکن يرا حداکثر تعداد نقاط مرزي ندارد زينمود

ار يکار بس نير انجام ايباشد تاث) يتر از تعداد نقاط درون شي بيو حت(اد يار زيتواند بس ي ميتعداد نقاط مرز

                                                 
36 Matrix Solver 
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تر  شي لازم را بيها سيدکننده ماتري برنامه توليدگيچي پيزين چي چنيساز ادهيحال پ نيبا ا. ر استيگ چشم

  .کند يم

  :]۱۱[ر استي به صورت زچلهيريد يط مرزي اعمال شرايگر بررسيدگاه ديد

  :يعني.  باشدي، مقدار مشخصي درجه آزادکيم مقدار يخواه يد ميفرض کن

  

pm =φ           (2-71) 

 

  :ميده ي را گسترش م [b] و  [K] يها سيماتر
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      (2-72) 

 

pm يعني–مان  خواسته =φ-ر نشان داديتوان به صورت ز ي را م:  

  

pp nmm =+++++⇒= φφφφφ 0100 21        (2-73) 

 

  :شود نوشت يپس م
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      (2-74) 



 66 

 

کننده مساله را  شود حل يرا تقارن باعث ميست زين، مطلوب نيا. خورد ي مساله به هم م ٣٧جا تقارن نيدر ا

  :ميکن يس را متقارن مي ماتر ر،ير زييپس با انجام تغ.  حل کنديتر از به حافظه کميتر و با ن عيسر

  

     m)i & 1,...N(i
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≠=
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−←′

im

mimii

K
PKbb

         (2-75) 

 

  :ديآ يم ر دريس به شکل متقارن زيماتر
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    (2-76) 

  

حال . اند به سمت راست است  ارتباط داشتهmφ که با K از يام، انتقال عناصر  که در اصل انجام دادهيکار

جه ينت. شود يس مين باعث کاهش اندازه ماتري است حذف کرد و اmφثر از را که تنها متايتوان سطر يم

 .است) نيش معيم به دو دسته آزاد و از پيتقس(ن يشيقا معادل روش پيحاصل دق

ر يل مقادي در مسايط مرزي اعمال شرايو روش اصل-رد يگ يار مورد استفاده قرار مي که بسيگريراه د

  .  نام دارد ٣٨ غالبيوش عنصر قطر ر-ژه استيو

  :ميسياگر بنو.  را داشته باشدpن ي مقدار مع ،mφخواهم  يد مانند قبل ميفرض کن

pKKp
pKKK

m
mm

m

nmnmmm
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−⋅−⋅−⋅
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⋅=⋅++⋅++⋅+⋅
>>
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αφφαφφ
α 1

2211
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     (2-77) 

 
                                                 
37 Symmetry 
38 Dominate Diagonal Coefficient 
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 راد راين اي اي آن است اما از طرفيساز ادهي پين روش، سادگي خوب ايژگيو. شود يجه مطلوب حاصل ميو نت

قبل از . دهد يش مي حاصل افزا سي ماترcondition numberل بالا بردن ي محاسبه را به دليدارد که خطا

ن يکه بحث خاص ا–ژه ير ويل مقادي را در مساين کارير چني، لازم است تاثcondition numberف يتعر

  :ميده ي سطر گسترش مر است سطر بهيژه را که به صورت زيک مساله مقدار وي. ميني  بب-نامه است انيپا

  

[ ][ ] [ ][ ]φλφ BK =          (2-78) 
 

  :ر استيام به صورت زmسطر 

 

[ ]nmnmmmmnmnmmm BBBKKK φφφλφφαφφ ⋅++⋅++⋅=⋅++⋅++⋅+⋅  112211  

           (2-79) 
 

  :توان نوشت يکه م
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  :م داشتيپس خواه. mαφ>>1که  ي به طورmφ≈0م که يکن يات، ابتدا فرض مييبدون وارد شدن در جز
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φ
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≈⋅⇒<< mmmmm BB
        (2-81) 
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  :توان نوشت يز مين) سطرها(ه معادلات ي بقين برايچن و هم
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         (2-82) 

 

ن معادل اعمال شرط ي در آن حذف شده باشد و اmφ که جمله يا  است از دستگاه معادلهيبيکه حاصل تقر

ر يل مقاديست که در مسايا ين نوع شرط مرزيا.  است- قبليها درست مانند قسمت– همگن چلهيريد يمرز

 mαφ<<1 باشد و رابطه   بزرگيا  به حد قابل ملاحظهmφن است که يگر ايحالت د .رود يژه به کار ميو

  :سمينو يجه ميدر نت. برقرار باشد
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ر يمقاد
mφ

δ1 و 
mφ

δ2که ي در صورت αتوان  يپس م. اند تر از آن ار کوچکيار بزرگ انتخاب شده باشد، بسي بس

  :نوشت

  

)(
2

α

φ
δ
αλ O

m

=≈          (2-84) 

 

ق نبودند و ممکن است تفاوت يها چندان دق بيجا تقر نيالبته در ا.  استα يها  در حد و اندازهλ اندازه يعني

تر   بزرگαتوان گفت که هر چقدر  ياما به هر حال م.  هم وجود داشته باشديک مرتبه بزرگي در اندازه يحت

  :اد نوشتيب زيتوان با تقر يپس م. شود ي متر ز در همان حدود بزرگيژه نين مقدار ويتر باشد، اندازه بزرگ
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( )α
λ
λ OO =









min

max          (2-85) 

 

ار بزرگ و يژه بسيک مقدار وي  ،چلهيريد ي شرط مرزي هر برقراريژه، به ازاير ويل مقاديپس در حل مسا

ژه ير ويز مقادتر ا ن مرتبه بزرگيچون چند(ست يا ها کار ساده نيحذف ا. شود ي حاصل ميکيزير فيبدون تعب

ن موضوع ي اي بررسيبرا .شود يد باعث کم شدن دقت پاسخ ميد ديطور که خواه  همانيول) مساله هستند

ا نرم ي ٣٩يعي از نرم طبcondition numberف يدر تعر.  پرداختcondition numberد به مطالعه يبا

  :[15]است ف شدهير تعريشود که به شکل ز يس استفاده ميک ماتري  ٤٠تينها يب

  









== ∑

=≤≤∞
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maxAA         (2-86) 

 

  :شود يف مير تعري به شکل ز condition numberو خود 

  

min

max1)Cond(
λ
λ

≥⋅= −AAA         (2-87) 

 

 ي و خطاCond(A)ارتباط . س هستنديژه ماترين مقدار ويتر ن و کوچکيتر ب بزرگي به ترتminλ و maxλکه 

 به شکل -دهم ي نشان م~Kکه با - را ٤١اش بي و تقرK ي نسبياگر خطا. شود يان مير بيب به شکل زيتقر

  :ر باشديز

t

K
KK

−=
−

10
~

         (2-88) 

                                                 
39 Natural norm 
40 Infinite norm 

  .سازی در کامپیوتر است های ذخیره  بلکه تقریب ناشی از محدود بودن تعداد رقم  تقریب خردکردن نیست، جا منظور از تقریب،  در این 41
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ر ي حاصل شده است به صورت ز~φ، به صورت يساز رهيب ذخيل تقري که به دل  φ محاسبه پاسخ يو خطا

  :باشد

  

s−=
−

10
~

φ

φφ
          (2-89) 

 

 و 

 

)cond(Kc =           (2-100) 

 

  گاه آن

  

)(log10 cts −≥          (2-101) 

 

. [15]ديآ يتر م نييشود و دقت جواب پا ي مtتر از  چک  کوsتر باشد،   بزرگcondition numberو هر چقدر 

مم مقدار يتر باشد، ماکس شي غالب بي در روش عنصر قطبαدر قسمت قبل نشان دادم که هر چقدر مقدار 

ام  ۱۰ ي رقم اعشاريمثلا خطا. گردد يتر م  به همان نسبت بزرگcond(K)جه يشود و در نت يتر م  بزرگ ژهيو

ر متداول در ين از مقادييب دست پايتقر( باشد 1e4ژه ين مقدار ويتر ن و کوچکيتر  نسبت بزرگي وقتKدر 

  .شود يام پاسخ مساله م۶جاد خطا در رقم اعشار يباعث ا)  غالبيروش عنصر قطب

  يبعد-۲روش اجزا محدود ) ۲-۳

ن ي ادر. ح دادمي توضيبعد-۱ در حالت  FEM يريکارگ  بهيدر قسمت قبل به طور مفصل درباره چگونگ

 بوده FEM با ي کليين فصل آشناي که هدف اييجا اما از آن.  آن خواهم پرداختيبعد-۲بخش به خالت 
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 است و تکرار يار مشابه با مورد قبليشوم چون بس ين حالت ميات اييتر از قبل وارد جز جه کمياست، در نت

 به طور جداگانه نوشته شده يا امهن اني پايبعد-۲ حالت يکه برا نيمخصوصا ا.  نداردياش  لزوم چندان قيدق

 به شکل يس را در حالت کلي معمول در الکترومغناطيبعد-PDE  ۲ک مساله يتوان  ي م . [17] [17]است 

  :]۱۵[ر نوشتيز
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    (2-102) 

 

به عنوان . ن کرداي را بي متنوعيسيل الکترومغناطيتوان مسا ي مناسب ميکه مانند قبل با انتخاب پارامترها

  :ر استي به صورت زيکيک مساله الکترواستاتيمثال 
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ل بر يکننده پتانس ز مشخصي نP است و يکيل اسکالر الکتريگر پتانس اني بφشود  يده ميطور که د که همان

  .باشد يسطح فلز م

بر شباهت  موج. بر است ژه موجيروي مقادي  حل مساله  دارد،تيتر اهم شي ما بيجا برا ني که در ايا مساله

  ياش در طول محور طول يآل فرض شود و مقطع عرض دهيبر ا اگر موج.  به محفظه رزونانس داردياديار زيبس
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  FEM ين کاربردهايتر  از پراستفادهيکين يدر اصل ا. شود ي ميبعد-۲ يا ل به مسالهيگاه تبد ثابت باشد، آن

  .س استيدر الکترومغناط يبعد-۲

به . شود يمنتشر م)  TM(Ez(ا ي و Hz)TE((ک نوع مد ي تنها  ،يبر ک مساله موجيد در يفرض کن

 .]۱۱[دست آورد ز به ي را ني عرضيها توان مولفه ي ميتوان نشان داد که با دانستن مولفه طول ي ميسادگ

ن وجود در ياما با ا. ميري در نظر گFEM مولفه را به عنوان پارامتر مجهول مساله در د که آنينما ي ميعيطب

در . ٤٢باشد ي مTM(Ez( و Hz)TE( ي از مدهايبيبر شامل ترک ک موجي منتشرشونده در ي مدهايحالت کل

 چند روش ين کاري چنيبرا. ميري را در نظر بگن موضوعي ايا گونه ست بهيبا ي آن ميبند  فرموليجه براينت

  :شود ير مطرح مي زيکل

   

zz يبند فرمول .۱ HE −]۱۱[ 

  [1]،[11]  داني ميها موج با مولفه-ل تماميتحل .۲

  [18] يکيل اسکالر الکتري و پتانسيسي مغناطيل برداري پتانسيها موج با مولفه-ل تماميتحل .۳

 

 مختلف با يدان طوليزمان دو م د، شامل در نظر گرفتن هميآ ياش برم  اسمطور که از روش اول همان

 بر در نظر گرفتن همه ي مبتن- از آن استفاده خواهم کرديکه در فصل بعد–اما روش دوم . ]۱۱[هم است

 zE وxE،yE يها لفه که موzE نه تنها مولفه يعني. با هم است) يسيا مغناطي يکيالکتر(دان ي ميها مولفه

 است که در يسيک مساله الکترومغناطي يبند ن فرموليتر ، کامليبعد-۳ن حالت يا. ميريگ يز در نظر ميرا ن

 حل مساله ياها بر ليروش سوم از پتانس. [1]،[11]ح خواهم دادياش توض فصل بعد به طور مفصل درباره

 -اش خواهم پرداخت حيکه در فصل بعد به توض– را٤٣ ناخواستهيق مشکل مدهاين طريکند و بد ياستفاده م

د يبريبرمان همگن باشد، حالات ها ط موجين وجود اگر محياما با ا. [18]کند ي اساسا متفاوت حل ميبه روش

ن انتخاب، يبا ا. مي هستTM(Ez(ا ي و Hz)TE( مد يتوان فرض کرد که تنها دارا يد و ميآ يبه وجود نم

                                                 
  .شود  هم گفته میhybrid به این مدها، مدهای  42

43 Spurious Modes 
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 يها يگذار ي، لازم است جاين کاري چنيبرا. مي بکنيبعد-۲ يا ل به مسالهيم بود مساله را تبديقادر خواه

  :مي انجام دهير را در معادله کليز
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  :نيچن و هم
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 از يکي – همگن هستند  ،يکه هر دو شرط مرز نياول ا: ميقبل از ادامه خوب است که به چند نکته توجه کن

 از نوع يگريو د)  شده است ومانينل به ي تبدγب يل همگن بودن و صفر بودن ضريکه به دل (ينوع کوش

م که در يم، حدس بزني داشتيبعد-۱ل ي که از تحليه به معلوماتتوان با توج يکه م نيدوم ا.  همگنچلهيريد

 ي به اعمال شرط مرزياجي احتيجه اولي و در نتيضرور از نوع ي است و دوميذاتجا شرط اول از نوع  نيا

  .  را اعمال کرديد به طور مجزا شرط مرزي باي دومي برايول) اش  بودن ومانينل يالبته به دل(ندارد 

دار به دست  مانده وزني و باق تزير را از دو روش مختلف  فراتابعد قسمت قبل ابتدا حال درست مانن

 ي در قسمت قبل به صورت کليآور ند جمعيجا که فرآ از آن. دهم يآورم و سپس خردکردن آن را نشان م يم

رد پس ندا) يبعد-۳ و چه يبعد-۲، چه يبعد-۱چه ( مختلف يها يبند  در فرموليان شد و اساسا تفاوتيب
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 به يا  است و تنها اشارهيبا مشابه حالت قبليز تقري نيط مرزياعمال شرا. کنم ينظر م اش صرف ان دوبارهياز ب

اند رجوع   نوشته شدهيبعد-۲ که مخصوص حالت يد به مراجعيتوان يتر م شيحات بي توضيبرا. کنم يآن م

  .ديکن

  

  )ياصل وردش (زتير-يليرا با استفاده از روش فراتابعمحاسبه ) ۲-۳-۱-۱

م که يکن يچون قبل فرض م. کنم ي استفاده م فراتابع محاسبه ي براين قسمت از اصل وردشيدر ا

ط، نوع ين شرايل ايدل. ز همگن باشندي نيط مرزي باشد و شرافيتعر-مثبت و خودالحاق، يقياپراتورمان حق

  :اند کلن شي و اپراتور بدياصل وردش. ٤٤ميکن يست که استفاده م يا ياصل وردش

  

( ) βφα

φφφφ

+∇⋅−∇=

−=

ttL

fLF ,,
2
1)(

       (2-106) 

 

  :مي، داريداخل با گسترش انتگرال ضرب

  

( ) ∫∫∫∫∫∫
Ω

∗

Ω

∗

Ω

−+∇⋅∇−= dsfdsdsF tt φβφφφφαφ
2
1

2
1)( *     (2-107) 

  

 بسط جمله اول ير است براي که به شکل ز 11]يگذار مطابق با شماره[ ٤٥نيحال از رابطه اول اسکالر گر

  :٤٦ميکن ياستفاده م

                                                 
ام و تغییر کوچک در اصل  ای انجام داده سازی جا ساده ر اینولی من د.  گرچه اگر اپراتور حقیقی نباشد باز این نوع اصل وردش معتبر است 44

  .تر به قسمت قبل مراجعه کنید برای توضیحات بیش. مان ساده شود ام تا محاسبات وردش داده
45 First Scalar Green’s Theorem 

چه تعریف  مطابق آن- ∇tتفاده از اپراتور بعدی مطرح شده است ولی به شرط اس ای برای حالت سه نکته لازم است که چنین رابطه  ذکر این 46
   این رابطه برقرار خواهد بود و در اصل همان- شد
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( ) ( ) ( )[ ] Theorem) sGreen'Scalar (First  ∫ ∫
Ω Γ

Γ
∂
∂

=∇⋅∇+∇⋅∇ d
n
baudSbaubua tttt  (2-108) 

 

 به شرط استفاده از ي مطرح شده است وليبعد  حالت سهي برايا ن رابطهينکته لازم است که چن نيذکر ا

ن يدر اصل ا. ز برقرار استين رابطه نيتوان نشان داد که ا ي مي به سادگ-ف شديچه تعر مطابق آن-∇tاپراتور 

  :توان نوشت يبه هر حال م. باشد ي م  جزء به جزءيريگ شده انتگرال  و مرتب رابطه شکل آراسته

  

[ ]∫∫ ∫∫∫
Ω Γ

∗

Ω

∗∗∗ Γ
∂
∂

−−+∇⋅∇= d
n

dsfdsdsF tt .
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1...

2
1)( φαφφβφφφφαφ    (2-109) 

 

  :يعني. م کردي تقسي و مرز کوشچلهيريدتوان به دو قسمت مرز  ي مرز را ميجمله مربوط به انتگرال رو
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=0(مان همگن است  يمطابق فرض، شرط مرز
Γd

φ (جمله دوم با يبرا. شود يجه جمله اول صفر ميو در نت 

  :مي داريفرض همگن
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      (2-111) 

  

  : جهيو در نت

  

[ ]∫∫ ∫∫∫
Ω

∗

ΓΩ

∗∗∗ Γ+−+∇⋅∇= ddsfdsdsF
n

tt .
2
1...

2
1)( φφγφβφφφφαφ    (2-112) 
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  :ايو 

[ ]∫∫ ∫∫∫
Ω ΓΩ

∗ Γ+−+∇= ddsfdsF
n

t .
2
1..

2
1)( 222 φγφφβφαφ     (2-113) 

 

ه يار شبيم که بسيرس ير از رابطه ميبه شکل ز∇φtا گسترش  باشد، بيقيم اپراتورمان حقيکه اگر فرض کن

  : استيبعد-۱به رابطه حالت 

  

∫∫ ∫∫∫
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ز در نظر ي را نناهمگن يط مرزيم و شراي را به کار ببري اصل وردشي اگر حالت کل ن رابطه،يو به عنوان آخر

  :ميسيم بنويتوان يم، ميريبگ
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، چلهيريد که شرط ي مساله است در حاليذات ي، شرط مرزي کوشيد اشاره کنم که شرط مرزيباز هم با

  . اعمال شود-مانند قبل–د به طور جداگانه ي است و با يضرورشرط 

  

  دار مانده وزني با استفاده از روش باقفراتابعمحاسبه ) ۲-۳-۱-۲

ن وجود يبا ا.  استيه به روش قبليار شبيدار بس مانده وزني با استفاده از روش باق فراتابعوردن دست آ به

  :ر استيمان به صورت ز يبعد-۲مانده در مساله يباق. ها از هم متفاوت است  پس آنياضيده ريا
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( ) fyxR tt −+∇⋅−∇= βφφα),(        (2-116) 

 

  :٤٧دشو ير ميز به صورت زيدار ن مانده وزنيو باق

  

( )[ ] 0.),(0.)(),( =−+∇⋅∇−=⇒=⋅= ∫∫∫∫
ΩΩ

dsfWdsRW tt ψβφψψφαψφψφψφ  (2-117) 

 

  :توان نوشت ي م م،ي که قسمت قبل دادم استفاده کنيحاتين با همان توضياگر از رابطه اول اسکالر گر

  

( ) ( )[ ]∫∫ ∫
Ω Γ

Γ
∂
∂

+−+∇⋅∇= d
n

dsfW ..),( φαψψβφψψφαψφ     (2-118) 

 

چون قبل، اگر  . محاسبه شده استيست که با اصل وردش يبند ه به فرموليار شبيجه حاصل بسيکه نت

φψ  يچه گفتم در حالات  خواهد بود که مطابق آننيگالرکدار از نوع   وزن ماندهيگاه روش باق  باشد آن=

درباره . ديآ يدست م  بهتزير در روش يستا کردن اصل وردشيشود که از ا ي منتج ميدرست به همان معادلات

 ومانين يکنم که در مرزها ين نکته اکتفا مير اکنم و تنها به ذک ي نمين قسمت صحبتي در ايط مرزيشرا

  . شود يز مطابق قبل عمل ميگر ني ديها شود و در بخش يمقدار انتگرال صفر م

 

  خردکردن فراتابع) ۲-۳-۲

ن را يشي از دو روش پيکيدست آمده از   بهفراتابع، يبعد-۱ن بخش مانند بخش مربوط به حالت يدر ا

ها صورت  ب در محدوده المانيز مانند قبل تقريجا ن نيدر ا. ميزن يمب يمان تقر به کمک توابع گسترش

  :شود ين حالت دو مساله مطرح ميدر ا .ستي مساله ني مکانيب در کل فضايرد و تقريگ يم

  
                                                 

  .مان حقیقی باشد  برای سادگی فرض شده اپراتور ضرب داخلی- بعدی- ١درست مانند حالت – باز  47
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 شکل المان .۱

 نوع تابع گسترش المان .۲

  

 و ي اصليوپولوژروند که دو ت ي به کار ميب مکاني تقري براي مختلفيها المان. ند که البته به هم مربوط

  :نديها نيها ا متداول آن

  

 ٤٨ي مثلثيها المان .۱

 ٥٠ي و چهاروجه٤٩يلي مستطيها المان .۲

 

 يب فضا به تعدادي تقري هستند که براييها ها دو شکل مختلف المان نيد ايآ يشان برم طور که از اسم همان

ن يمثلا ا.  باشندي متفاوتيآزاد تعداد درجات يتوانند دارا يها م نيهر کدام از ا. شوند يرفضا استفاده ميز

ل و ي مستطيو برا) ک راسي يهر کدام به ازا (ي درجه آزاد۳ مثلث، ين حالت برايتر تعداد در ساده

مثلا اگر در فاصله هر دو . ز باشنديتر ن شيتوانند ب يها م نياما تعداد درجات ا. باشد ي درجه م۴ يچهاروجه

) ۸و  (۶ به يگاه تعداد درجات آزاد  در نظر گرفته شود، آنيک گره درجه آزادي) ليا مستطي(راس مثلث 

ها انجام شده باشد  ن المانيز بر اي ني هندسيليها، ممکن است تبد نيعلاوه بر ا. افتيش خواهد يدرجه افزا

 سه ضلع ي که داراي الماني به معنايگر المان مثلثيدر آن صورت د. هاست ر شکل آنيياش تغ جهيکه نت

ر ي نوع اخ ني اي دهيفا. ي منحني با اضلاعي سه راس ولي است داراياشد نخواهد بود، بلکه شکلب يم ميمستق

 توابع ي هستند معمولا داراي منحني اضلاعي که داراييها المان.  جسم استيدر بهتر مدل کردن انحناها

ها نخواهم   انواع المانينامه به بررس انين پايوجود در ا نيبا ا. ٥١باشند يک مي از درجه بالاتر از يگسترش

                                                 
48 Triangular  
49 Rectangular 
50 Quadrilateral 

  . باشند superparametericی های که المان  مگر این 51
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کار  نيالبته با ا.  خواهم کردي مرتبه اول را معرفي، المان مثلثيبعد-۲ يها ان همه انواع المانيپرداخت و از م

  .٥٢ن نوع المان استي همFEMم چون المان غالب در يده ي را از دست نميز چندانيچ

  يم فضاي تقسيکه به معنا –د مش است يشود، تول ي مطرح م FEM که در يگريمساله مهم د

م در حالت يم کنيتقس) ليا مستطي( مثلث يک جسم را به تعداديکه چگونه  نيا  .هاست مان به المان يمکان

شود  يتر م دهيچي پين مساله هنگاميا. شود ياش انجام م  دربارهياريقات بسيست و تحقيا دهيچي مساله پيکل

 يد داراي نبايبه عنوان نمونه عناصر مثلث. شوند يطرح م ميادي زيد مش پارامترهايم در توليکه بدان

که  نيا ايو . ]۱[شود يکم م) مان جه دقت پاسخيو در نت (ييگرا ز باشند چون سرعت هميار تي بسيها هيزاو

 ٥٣ عرض بانديس حاصل داراي ماتر تر باشد، کي مجاور به هم نزديها  المانيها  گرهي عمومي  هرچه شماره

 حالت يد مش براينامه  به روند تول انين پايدر ا. شود ي حساب ميتيها مز کننده  حلين برايست و ا يتر کم

 اطلاعات يبرا. م شده استي المان تقسي به تعداديکنم جسم به درست يپردازم و فرض م ي نميبعد-۲

در شکل را  يثلث ميها  با استفاده از المانساختار ي بيبند  از مشيا نمونه. دي مراجعه کن [16]تر به  شيب

                                                 
اما جدا از . تری مدل کنند های چهاروجهی با دقت بیش تری را نسبت به المان های پیچیده بندی توانند ترکیب های مثلثی می  به طور کلی، المان 52
  .بندی خواهد شد شدن فرمولها موثر است ولی باعث پیچیده   بالا رفتن تعداد درجات آزادی در هر المان به هر حال در دقت پاسخ این،

53 Band width 

 های مثلثی بندی با المان ای از مش  نمونه-٣-٢شکل
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  .دينيب يم

  .ميزن يب ميمان تقر يبعد-۲مان را با استفاده از توابع گسترش  چون قبل ابتدا تابع پاسخ هم

  

∑∑∑
= ==

==⇒=
eN

e i

Te
i

e
i

i

e
i

e
i

e NyxNyxyxNyx
1

3

1

3

1

domain whole
}{}{),(),(),(),( φφφφφ   (2-119) 

 

  : :استن صورت ي شکل  بدي از رويبعد-۲ف توابع گسترش در حالت يتعر
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  المان مثلثی-۴-٢ شکل
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  :شان داد ز نشانير نيتوان به صورت ز يکه در ضمن م
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  . بعدا استفاده خواهم کرديا ن رابطهياز چن

هاست که  ل آني تشکي چگونگيا يذارگ ن ناميل چنيدل. نامند ي لاگرانژ ميها ها را، المان ن نوع المانيا

طور که  ها البته همان ن المانيا. ]۱[هاست يا  با استفاده از چندجملهيابي  دروني لاگرانژ براي  وهيه به شيشب

ب توابع اسکالر هستند ي تقريها مناسب برا ن المانيا. ز باشندي بالاتر نيها توانند از مرتبه يش گفتم ميدر پ

توان از  ي ميداتياما با تمه) نديگو يز مي ن٥٥ گرهيها ا الماني و ٥٤ اسکالريها ها المان  آنل بهين دليو به هم(

ز وجود دارند که مختص ي نيگري ديها حال المان نياما با ا. ز استفاده کردي نيب توابع برداري تقريها برا آن

  ٥٧ي وجهيها ، المان٥٦ي برداريها  چون الماني مختلفيها ها که به نام ن المانيا.  هستنديب توابع برداريتقر

 يروند و اکثر مشکلات ي به کار م FEMار در ي امروزه روز بس اند،  شناخته شده٥٨يتنيو يها ن المانيچن و هم

ها   در مورد آنينامه بحث انين پايوجود در ا نيبا ا. اند ن بردهي اسکالر وجود داشت را از بيها که در المان

 . نخواهم کرد

                                                 
54 Scalar elements 
55 Node elements 
56 Vector elements 
57 Edge elements 
58 Whitney Elements 



 82 

 است و ۱  ام،iکه مقدار تابع گسترش مربوط به راس  ني ايکي. ت مهم دارنديسترش دو خاصن توابع گيا

  :يعني. باشد ي م۰گر ي دو راس ديبر رو

  

jijj
e
i yxN ,),( δ=          (2-124) 

 

 راس ي ضلع روبرويشان بر رو باشد، صفر بودن ي قبل ميژگين ويم هميجه مستقيگر که نتيت ديخاص

  . باشند يم

ن بخش از جمله يدر ا. ميکن ي م  خردتزير به دست آمده را با استفاده از روش فراتابعال مطابق قبل، ح

)  آنومانينو البته نه حالت خاص ( است ي کوشي از وجود شرط مرزي که ناشيذات يط مرزيمربوط به شرا

م که يزم است بگون لايچن هم.  استي فرض درست ژه،يرويل مقادين در مورد مسايا. ميکن ينظر م صرف

نظر  شان صرف ان دوبارهيجه تا حد ممکن از بي است و در نتيبعد-۱ه حالت ي شب ن بخش،يحات ايتوض

  :کنم يم
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−+∇== φφβφαφφ  

           (2-126) 
  

ت کوچک هر کدام ينها ير بيينسبت به تغ  فراتابعد يپس با. مي را محقق کنييستايم شرط ايخواه يو حال م

  :قرار گرفته باشد) ييستايمعادل ا( ثابت بماند تا در نقطه اکسترمم  ،ياز درجات آزاد
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  :م داشتيو با بسط توابع گسترش درون هر المان خواه
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ب ين انتگرال را به صورت ضريتوان ا ي م جه،يدر نت. ست ي تابع گسترش محل۳ ين حالت دارايهر المان در ا

  :اند نوشت  که مشخص شدهير با ابعادي زيها سيماتر

  

131333 ][][][ ××× = eee bK φ          (2-129) 

 

 يريگ  انتگرالي عدديها  توسط روشيت کلها در حال ن انتگراليا. ها را محاسبه کرد ن انتگراليد ايحال با

ف شده باشند، يان شد تعري که بيباشد و به شکل  ۱م مرتبه توابع گسترش ياما اگر فرض کن. شوند يحل م

  :]۱۱[ها استفاده کرد  محاسبه آنيتوان برا ير ميک زيتي آناليها گاه از رابطه آن
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eکه 
ibو e

icبا .  شدندي معرفي المان مثلثي مرتبه اول برايبعد-۲ تابع گسترش ي در بخش معرف

  :نديآ ير به دست مي، روابط زفراتابعن روابط در فرم خردشده ي ايگذار يجا
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 را يس عمومي گفته شد، ماتريآور  که در بخش جمعينديطابق فرآتوان م ي مي محليها سين ماتريو از ا

  .ساخت

) نيگالرکروش (دار با تابع وزن مشابه تابع گسترش   وزن ماندهين کار را با استفاده از روش باقياکنون هم

  :دهم يانجام م

  

( )( ) ( ) ( )[ ]

∫

∫∫

Γ

Ω

Γ
∂
∂

+−+∇⋅∇=

d
n

dsNfNNNNNNW eeeTeeeTeeeTe

.

.}{}{}{}{}{}{}{}){},{}({

φαψ

φβφαφ

 

           (2-132) 

 

  . ام ب نزدهي تقريگرال مرزد که تابع وزن را در جمله انتيتوجه کن
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  :م داشتيم، خواهيو اگر توابع وزن را گسترش ده
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 صفر يشود که جمله مقدار انتگرال مرز يده مي دي باشد، به راحت ومانين ي که شرط مرزيا در منطقه

 مرز بسط داد ين انتگرال را به طور جداگانه رويست ايبا ي م ،چلهيريدا ي و يش کوياما در حالت کل. شود يم

  چلهيريد يکنم که اعمال شرط مرز ينکته اکتفا م نيشود و تنها به ذکر ا يجا به آن پرداخته نم نيکه در ا

ست از يبا ي، مي کوشي اعمال شرط مرزيشود و برا ي جداگانه انجام ميا  در مرحلهيبعد-۱مانند حالت 

 يبعد-۱ يا ي مرز است که منحنيچون بسط بر رو( است استفاده کرديبعد-۱ که يا بسط جداگانه

اش صرف نظر  انيد، از بيآ ي کار نم  بهيه محفظه رزونانسکه در مسال نيل اي که به دل)شود يمحسوب م

  .کنم يم

ک يم فراتابع يوانستت. ميدي دFEM فصل قبل را در ياضي روابط ريري به کارگين فصل چگونگيدر ا

مان را  ، فراتابعيبعد-۲ و يبعد-۱ توابع گسترش در حالت يم و سپس با معرفي را به دست آورPDEمساله 

 يط مرزيت به نحوه اعمال شرايم و در نهاي را ملاحظه کرديآور ند جمعي فرآيپس از آن چگونگ. ميخرد کرد

 حالت ي براي کامل بود وليبعد-۱ حالت يط مرزيام در مورد شرا حيتوض.  پرداختم-ار مهم استيکه بس–

در فصل . اش پرداختم حيبه توض) ديآ ي که در مساله فصل بعد به کارمان ميبه آن صورت( مختصرتر يبعد-۲
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 که يا يبند البته فرمول.  خواهم پرداخت-ي فلزي محفظه رزونانس– خود مساله مورد نظر يبند بعد به فرمول

 .ل کردي را تحليبعد-۳ل يتوان اکثر مسا ي ميراتييز آن خواهد بود و با تغتر ا يعنوان خواهد شد کل
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  فصل سوم

  ي فلزي  رزونانس محفظهيها فرکانس

  

  مقدمه) ۳-۱

 ياز براي مورد ن فراتابع  با دو روش مختلف،. ان کردمي را به طور کامل بFEMش، اصول يدر دو فصل پ

FEM ا صفر ي (ييستاي که در هر المان خرد کردم و شرط اييها عفراتاب را به دست آوردم و سپس آن را به

هدف  .ح دادمي را توضيط مرزي اعمال شرايها، چگونگ نيعلاوه بر ا. را برقرار کردم) دار مانده وزنيبودن باق

ن فصل به حالت يدر ا. ن فصل بودي اي براييها  آوردن مثال-نيشيو مخصوصا فصل پ– دو فصل قبل ياصل

 آن يبند  فرمولي نسبيدگيچيل پيپردازم که به دل  يبعد م-۳ در يسيل الکترومغناطيمساتر  يار کليبس

 به طور يک رساله کارشناسينمود که در  ي، چندان مناسب نميبعد-۲ و يبعد-۱نسبت به معادلات 

  .رفتم ياش م م به سراغيمستق

ن، يا.  استيظه فلزک محفي ي رزونانسين فصل حل خواهم کرد، محاسبه مدهاي که در ايا مساله

 از ي عملا حالت خاصيبر ک مساله موجيس است و يژه در الکترومغناطيرويک مساله مقادين حالت يتر يکل

ل ي قابل اعمال به اکثر مساير چندانييشود بدون تغ يان ميجا ب ني که در ايا يبند فرمول. آن است

 است، مطابق فصل قبل از موج-تمام يا يدبن  که فرموليبند ن فرموليدر ا.  استيبعد-۳ يسيالکترومغناط

ح ياش توض  دربارهي بعديها  خواهد داشت که در بخشيشود که البته مشکلات ي استفاده ميا  گرهيها المان

  .خواهم داد

ق ي به دو طر PDE مساله فراتابعگردد و سپس  ي ميفي معرين فصل، ابتدا معادله موج به طور کليدر ا

شود و قبل از مرحله  ي ميم برد معرفي که از آن بهره خواهيا يبعد-۳ان سپس الم. شود يمحاسبه م

م تا آن مشکل حل يده ي م فراتابع در يرييم و تغيپرداز ي ناخواسته مي به نام مدهايا خردکردن، به مساله

“Whenever a system becomes 
completely defined, some damn 
fool discovers something which 
either abolishes the system or 
expands it beyond recognition. “ 

-Murphy’s Law 
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 ي است بررسي قبليها  متفاوت با حالتي که کميط مرزي اعمال شراي چگونگ پس از خردکردن،. شود

ن روش مورد محک واقع يک چند مساله مشخص، ايتي و آنالي عدديها سه پاسخيت با مقايو در نهاشود  يم

  .شود يم

  

  يرزونانسمحفظه  و يمعادله موج بردار) ۳-۲

  :]۱۵[١ر استي به شکل زي در حالت کليمعادله موج بردار
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   و يکيدان الکتري ميبند  فرموليبرا
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 يحت( هستند يسي و مغناطيکيان الکتريب منبع جري به ترت M و  J که يسيدان مغناطي ميبند  فرموليبرا

و )  نداشته باشدي مشخصيکيزير في تعبياگر دوم
0

0
0 ε

µη  خلاست و ي امپدانس ذات=
0

0
1

η
=Yباشد ي م .

0kمي به دست آوريمحفظه رزونانسم در مساله يخواه ي است که مي مقدار.  

نامه من از  انين پايدر ا. مي مناسب حل کنيط مرزيراه با شرا ن معادله موج را هميد اي، باFEMدر 

 ندارد يفاوتچ تي هيد الکترومغناطسين از دي از ايکيانتخاب . ام  استفاده کردهيکيدان الکتري ميبند فرمول

 علت هم وجود .[11]، [1]  در پاسخ مساله شودييها تواند باعث تفاوت ي مFEM يبند گرچه در فرمول

                                                 
  .اش بیان شود که به صراحت خلاف بعدی هستند مگر این- ٣ بردار در فضای H و  E در این فصل 1
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 که در يبيب توابع گسترش المان و چه تقري چه تقر– وجود دارد  FEM در ي است که به طور ذاتيبيتقر

کند که  يدا مي نمود پير وقتت شين مساله بيا. ٢زده شده است) يذات يبه خصوص شرط مرز (يط مرزيشرا

.  نشده استين فرضين مساله چنياما در ا.  بالا باشديسيا مغناطي يکيت الکتري با خاصي مواديط دارايمح

شود چون  يحل م) يبند تر کردن مش قيدق( مساله ين دو با بالا بردن درجات آزادين اين همه، تفاوت بيبا ا

پس با در . ميان نداري ما منبع جريمحفظه رزونانسدر . شود يرا مگ ک نقطه همي به يبند پاسخ هر دو فرمول

  :شود ير مي به صورت ز PDE، مساله يط مرزينظر گرفتن شرا
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PMCاز يا چ استفادهينامه ه انين پايدر ا. رود ي کاهش ابعاد مساله و استفاده از تقارن به کار مي عملا برا 

حال استفاده از  نيبا ا. مان دارد يبند  به مشيام چون کاملا بستگ  کوچک کردن مساله نکردهين بران تقاريا

   اعمال نشوديا يد شود و بر سطح تقارن شرط مرزيست تنها نصف مش توليبا يم: ار ساده استيآن عملا بس

 در يرييگونه تغ چيه هاج بيباشد احت ي م ومانين مساله است و چون از نوع  يذات ي شرط مرزPMCچون (

  .)ستي هم ن فراتابع

 

                                                 
شود و این تقریبی است   اعمال میdistributed sense به صورت  لمان ارضا نشود، اگر به طور ذاتی توسط اFEM در ذاتی شرط مرزی  2

  . هم به طور جداگانه اعمال شودذاتینهاد شود در مسایلی شرط مرزی  که باعث شده پیش
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  )ياصل وردش(تز ير-يلي با استفاده از روش را فراتابعمحاسبه ) ۳-۳

  :٣توان نوشت ي مي پس به سادگ باشد، ي منبع نمي ما داراي جا که مساله از آن

  

EELEF
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1)( =          (3-4) 

 

  :ر استيو اپراتور هم به شکل ز
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  :م داشتيپس خواه

  

∫∫∫








⋅−⋅







×∇×∇=

V
r

r

dvEEkEEEF *2*
0

1
2
1)(


ε

µ
     (3-6) 

 

  :سمينو ين را مي گريرابطه بردار

  

[ ]∫∫∫ ∫∫ ⋅×∇×=×∇×∇⋅−×∇⋅×∇
V S

dsnbaudvbuabau .ˆ)()(()()(    (3-7) 

 

  :توان نوشت ير مي را به صورت ز F(E)پس 
                                                 

∫∫∫جا به صورت برداری، یعنی    ضرب داخلی در این 3 ⋅=
V

dv., babaشود تعریف می.  
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∫∫∫ ∫∫ ⋅×∇×Ε−








⋅−×∇⋅×∇=
V S r

r
r

dsnEdvEEkEEEF .ˆ)(1
2
1)()(1

2
1)( **2*

0



µ
ε

µ
 (3-8) 

 

b)(aca)(cbc)(baي رابطه برداريريبا دوبار به کارگ   :ميدار ⋅×=⋅×=⋅×

  

[ ] )ˆ()(ˆ))((ˆˆ)( *
00

*
00

** HnEjkEHnjkEEnnEE


×⋅=×⋅=××∇⋅−=⋅×∇× ηη  (3-9) 

[ ] )ˆ()ˆ()(ˆ)( *
00

** EnHjkEnEnEE


×⋅−=×⋅×∇=⋅×∇× η     (3-10) 

 

جه اگر انتگرال را يدر نت. ، رابطه سطر اولPMC يشود و بر رو ي، رابطه سطر دوم صفر مPEC يرو بر

  :م داشتيو خواهشود  ي انتگرال سطح صفر م م،ي کنيگذار ير را جاين مقاديم و ايم کنيبه دو قسمت تقس

  

∫∫∫








⋅−×∇⋅×∇=
V

r
r

dvEEkEEEF *2*
0

)()(1
2
1)(


ε

µ
     (3-11) 

 

 و يسي مغناطيد، مقدار انتگرال معادل تفاضل انرژينيب يطور که م همان.  مورد نظرمان است فراتابعن يو ا

  .٥’٤ينيا نقطه زين مقدار يتر شيا بين مقدار، يتر کم:  آن استيساز ستاي در حجم است و هدف ما ايکيالکتر

  

  دار مانده وزني با استفاده از روش باقفراتابعسبه محا) ۳-۴

  :شود يف مير تعريمانده به صورت زيباق

EkEER r
r


ε

µ
2
0

1)( −







×∇×∇=        (3-12) 

                                                 
4 Saddle point 

  . نیستتعریف- مثبتپراتورمان الزاما  چون ا 5
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  :ري به شکل ز م،ياش هست ل به صفرکردنيدار که ما مانده وزنيو باق

  

∫∫∫








⋅−⋅







×∇×∇=

V
r

r

dvEkEEW *2*
0

1
2
1),( ψεψ

µ
ψ


    (3-13) 

 

  :ميت مانند قبل دارن درسي گريو با استفاده از رابطه بردار

  

∫∫∫ ∫∫ ⋅×∇×−








⋅−×∇⋅×∇=
V S r

r
r

dsnEdvEkEEW .ˆ)(1
2
1)()(1

2
1),( **2*

0


ψ

µ
ψεψ

µ
ψ  (3-14) 

 

  :ميدار

  

[ ] )ˆ()ˆ()(ˆ)( *
00

** nHjknEnE ×⋅−=×⋅×∇=⋅×∇× ψηψψ


    (3-15) 
[ ] [ ])(ˆ)()ˆ(ˆ)( *** EnEnnE ×∇×⋅−=×∇⋅×=⋅×∇× ψψψ     (3-16) 

  

)ˆ(ستيبا ي م ،PEC صفر شدن بخش يبرا. شود ي صفر مPMC مرز يکه مطابق قبل، جمله رو *ψ×n صفر 

 يم که روي انتخاب کنيا گونه م تابع وزن را بهيتوان يش گفتم، ميه در فصل پچه در ک درست مثل آن. گردد

)ˆ(0،چلهيريدسطح  * =×ψnن يرش مشابه با هميتوان آن را گسترش داد و نشان داد که تاث يالبته م.  شود

  :م داشتيجه خواهيدر نت. انتخاب است

  

∫∫∫








⋅−×∇⋅×∇=
V

r
r

dvEkEEW *2*
0

)()(1
2
1),( ψεψ

µ
ψ     (3-17) 

 

 .سان خواهد شد کين دو روش ي ايبند انتخاب شود، فرمول) نيتابع وزن گالرک (E=ψکه اگرد ينيب يم



 93 

 

  داني مموج-تمام و بسط يبعد-۳ يها المان) ۳-۵

ان ي مرتبه اول بي المان خط و مثلثيد و توابع گسترش براي آشنا شدي مختلفيها در فصل قبل با المان

ش از ادامه، لازم است ياما پ.  خواهم کردي را معرفيبعد-۳ حالت ي مناسب برايمانز اليجا ن نيدر ا. شد

  .مان انجام دهم بي تقري درباره چگونگيبحث

) ميداد ي آن را نشان مφکه با ( اسکالر يرييله متغيتوان به وس يم که ميکرد يدر حالات قبل، فرض م

به عنوان مثال در فصل .  اسکالر بودنديتيت کميمان در نها يجه درجات آزادينتدر . ان کرديپاسخ مساله را ب

 و zHدان ي که با م TM و  TE يبر اجتناب کردم و تنها به مدها ک موجيد يبري هاي مدهايبند قبل از فرمول

zEمساله موج-تمامل يت تحلينامه در نها انين پاي ايينهااما هدف . شدند پرداختم ي به طور کامل مشخص م 

 xE،yE: ل باشنديل دخي در تحل-با هم–دان ين معنا که همه سه مولفه بردار ميبد. ست يسيالکترومغناط

شدند، اسکالر  ي مير معرفيب ما که به شکل زي تقراما توابع).  يسيدان مغناطي ميشان برا ا مشابهي (zEو

  :بودند

  

∑
=

=
N

i
ii N

1
φφ           (3-18) 

 

ک ين نکته دقت کرد که يتوان به ا يکار م ني ايبرا. مين مشکل را برطرف کني ايا ست به گونهيپس ما با

 يمان دکارت دستگاه مختصاتاگر . ٦ مولفه اسکالر مشخص کرد۳توان توسط  ي را ميبعد-۳ يبردار در فضا

  :ميباشد، دار

  

zzyyxx aEaEaEE ˆˆˆ ++=


        (3-19) 

 

                                                 
  .تنها شرط این است که کل فضا را پوشش دهد. خواهد باشد  حال هر دستگاه مختصاتی که می 6
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  : بسط داديا ها را به طور جداگانه ن مولفهيتوان هر کدام از ا يو حال م

  

∑
=

=
N

i
xxx ii

NEE
1

         (3-20) 

∑
=

=
N

i
yyy ii

NEE
1

         (3-21) 

∑
=

=
N

i
zzz ii

NEE
1

         (3-22) 

 

  :توان نوشت يپس م

  

z

N

e

n

i

e
z

e
zy

N

e

n

i

e
y

e
yx

N

e

n

i

e
x

e
x aNEaNEaNEE

e e

ii

e e

ii

e e

ii
ˆˆˆ

1 11 11 1








+








+








= ∑∑∑∑∑∑

= == == =

   (3-23) 

 

  .موج حل نمود ، مساله را به صورت تمامفراتابعن در ي ايگذار يو با جا

 المان يها هم در توپولوژ ن انتخابيا. مي نوع المان داري براي متعدديها  انتخابيبعد-۲چون حالت 

  :ها هستند ني، ايبعد-۳ معمول المان يها يژتوپولو.  آنيا است و هم در درجه چندجمله

  

 يچهاروجه •

 يمنشور مثلث •

 ليمکعب مستط •

  

 

  .ستيشان ن  بر صفحه بودن وجوهيليدل:  باشندي سطوح منحنيتوانند دارا يکه البته چون قبل م

 هستند يا  شکل پلهي که دارايا کلا اجسامي ي اجسام مکعبيبند  مشي، برايليمکعب مستط    المان

   با استفاده از آنيبند که مش ني را دارند و با وجود ايب هر نوع شکلي تقريي تواناياما چهاروجه. ترند مناسب
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ها استفاده   در اکثر موارد از آني ول ل است،يتر از مکعب مستط  ساده سختيها بي از ترکي بعضيبرا

  :دينيب يها را در شکل م ني اول ا  از حالت مرتبهيينما. شود يم

  

  

  

 

 

  

ها را  لازم است ابتدا توابع گسترش آن. کنم ي استفاده ميچهاروجهتر  ي کليها نامه از المان انين پاير اد

م و توابع يکن يان المان انتخاب مي را در م P نقطه  . استيبعد-۲ کار مطابق حالت ي دهيا. ميدست آور به

  :يعني. باشد ي آن گره م سطح مقابل  و Pجاد شده از نقطه ي ا يچهاروجهگسترش هر گره، برابر نسبت حجم 

  

  

 طع مثلث منشور با مق-٣-٣ شکل چهاروجهی -٢-٣ شکل  مکعب مستطیل-١-٣ شکل
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م که تابع يکن يفرض م: ن شکل استين توابع گسترش را به دست آورد، بديتوان ا ي که ميگريروش د

),,( zyxeφميکن ي انتخاب م۱ مرتبه يا ن تابع از چندجملهيا. زده شده در داخل المان باشد بي، تابع تقر:  

  

zdycxbazyx eeeee +++=),,(φ        (3-25) 
  

),,(ها را با  اگر مختصات گره. ق باشدي مقدار دقين تابع در نقاط گره دارايم ايخواه يم iii zyxم و ي نشان ده

eمقدار مطلوب تابع در گره را با 
iφم داشتي، خواه:  

  

1111 zdycxba eeeee +++=φ         (3-26) 

2222 zdycxba eeeee +++=φ         (3-27) 

3333 zdycxba eeeee +++=φ         (3-28) 

4444 zdycxba eeeee +++=φ         (3-29) 
 

eeeeر يم مقاديتوان ين دستگاه، ميبا حل ا dcba   :مي را به دست آور,,,

  

 چهاروجهی المان - ۴-٣ شکل

4)Volume(123
4)Volume(P23

1 =eN  

4)Volume(123
4)Volume(P13

2 =eN   (3.24) 

4)Volume(123
4)Volume(P12

3 =eN  

4)Volume(123
3)Volume(P12

4 =eN  
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( )eeeeeeee
e

eeee

eeee

eeee

eeee

e
e aaaa

V
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yyyy
xxxx

V
a 44332211

4321

4321

4321

4321

6
1

6
1 φφφφ

φφφφ

+++==    (3-30) 

 

e به eaيبه بسط
ia  ف تابع گسترش استفاده خواهم کردين، در تعرياز ا. ديتوجه کن.  

  :م داشتين نحو خواهيبه هم

  

( )eeeeeeee
e

eeee

eeee

eeee

e
e bbbb

V
zzzz
yyyyV

b 44332211

4321

4321

4321

6
1

1111

6
1 φφφφ

φφφφ
+++==    (3-31) 

 

( )eeeeeeee
e

eeee

eeee

eeee

e
e cccc

V
zzzz

xxxx
V

c 44332211

4321

4321

4321

6
1

1111

6
1 φφφφ

φφφφ
+++==     (3-32) 

 

( )eeeeeeee
e

eeee

eeee

eeee

eeee

e
e dddd

Vyyyy
xxxx

V
d 44332211

4321

4321

4321

4321

6
1

6
1 φφφφ

φφφφ

φφφφ

+++==    (3-33) 

 

  :٧ است، حجم المان استف شدهير تعري که در زeVها،  که در آن

  

                                                 
  .تواند مثبت یا منفی باشد دار است و می  در روابط پیشین، حجم علامتeVدهد که   چگونگی نوشته شدن ضرایب نشان می 7
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eeee

eeee

eeee
e

zzzz
yyyy
xxxx

V

4321

4321

4321

1111

6
1

=         (3-34) 

 

  :ري در هر المان مطابق قبل و به شکل زيبيحال با نوشتن بسط تقر

  

∑
=

=
4

1

),,(),,(
j

e
j

e
i

e zyxNzyx φφ         (3-35) 

 

  :ميدست آور م توابع گسترش را بهيتوان يم

  

( )zdycxba
V

zyxN e
i

e
i

e
i

e
ie

e
i +++=

6
1),,(       (3-36) 

 

  :مان شود يها سيتر شدن محاسبات ماتر تواند باعث ساده ي است که مي خواصي داران تابعيچون قبل، ا

  

ijjjj
e
i zyxN δ=),,(          (3-37) 

 

),,(جا منظور از  نيکه البته در ا jji zyxنيچن هم. باشد ي مختصات نقاط گره م:  

  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ ++++
=

V

enemeleke V
nmlk

nmlkdvNNNN 6
)!3(

!!!!
4321     (3-38) 

 



 99 

   ناخواستهيمدها) ۳-۶

توان  يم.  کردميمان معرف ي فضايبند  مشي برايمان و المان  موجي مساله کلي برايفراتابعتاکنون 

اما با انجام دادن .  محفظه را به دست آوردي رزونانسيها انجام داد تا مدها ني را با استفاده از هم خردکردن

ع يستند و با گسترش توزيدرست ن هستند که يا ژهير ويج حاصل، مقاديم که نتايشو ي متوجه مين کاريچن

ن يشود که علت ا ين سوال مطرح ميا.  ما ندارندي  به مسالهيها اصلا ربط م که پاسخيشو يدان متوجه ميم

  ست؟يخطا چ

ل ي حل مساي براFEM که از ي باعث آزار محققان و کساني طولانيها  ناخواسته، مدتيمدها

 ي برايکيزيح فيک پاسخ صحي هستند که يين مدها، مدهايا. کنند شده بود ي استفاده ميسيالکترومغناط

باره  ني در ايبه زود. ميکن يها م  در حل آني هستند که سعيا  معادلهيح براي صحيستند اما پاسخيمساله ن

ق و ي نخواهم کرد که به طور دقينامه سع انين پاي کنم که در ايادآوريح خواهم داد اما لازم است يتوض

 خواهم -گونه اثبات چيبدون ه–ها   به آني کليا سم و تنها اشارهيشان بنو مدها و منشاءن يکامل درباره ا

  .داشت

ان ي بيها  از شکليکي. ان کردي بي مختلفيها توان به فرم يط بدون منبع را ميمعادلات ماکسول در مح

  :ر استيآن به صورت ز

  















=⋅∇

=−







×∇×∇

conditionsBoundary  Various
0)(

01 2
0

E

EkE

r

r
r

ε

ε
µ

       (3-39) 

 

. ميمان را به دست آورد عفراتاب آن يم و از رويست که در قبل داشتيا ي برداريوج همان معادله مياول

00 که يدر حالت.  وارد نشده است-ل استيفرانسيف معادله ديکه حالت ضع– فراتابع در ياما دوم ≠k ،باشد 

00شود اما اگر  يز به صورت گسترده ارضا ميرابطه دوم ن =kدرست نخواهد بود و صفر يزين چيگر چني، د 
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00 يح مساله برايپاسخ صح. گر برقرار نخواهد بوديورژانس ديبودن د =k حالت ،E=H=0چون ي است ول 

دان يح مي توضي داراي ول۰ژه ي با مقدار وييها شود پاسخ ي رابطه دوم در آن حالت اعمال نم ف،يدر فرم ضع

 را ۰ژه ير ويتوان مقاد ي ميد چون به راحتيآ ي ما به وجود نمي برايجا مشکل نيتا بد .م داشتياهرصفر خويغ

ر يست و مقادي نيزين چيده شد که چنياما عملا د. جدا کرد)  هستند۰تر از  که بزرگ(ژه يرويه مقادياز بق

 يها المان. تفاده شده است است که اسييها ن موضوع نوع المانيل ايدل. رصفرندي ناخواسته، غيژه مدهايو

با  (  ناخواستهين مدهايح ايکردن صح  مدليي توانا-ها استفاده شده است نامه از آن انين پايکه در ا–لاگرانژ 

 يشود که برا ي حاصل مييها، مدها ن المانيکه به هنگام استفاده از ا نيجه اينت. را ندارند) ژه صفرير ويمقاد

رصفر عموما در ير غين مقاديا. دهند ي ميرصفري غي ژهير وي، مقادفراتابعردن  رابطه حاصل از خرد کيبرقرار

ن ي حل ايبرا. [19]، [1] شود يجاد مشکل مين باعث اي مساله هستند  و ايژه واقعيروي مقاديها همان اندازه

ا شرط صفر  است ت فراتابع در ٨يها، استفاده از جمله پنالت  از روشيکي.  وجود داردي مختلفيها مشکل روش

 ييست که توانايها  استفاده از المان گر،ي راه حل د.[20] و [15]، [11]، [1]ورژانس برقرار شوديبودن رابطه د

گونه به  نيا. ژه صفر بدهنديروي با مقادييها  را داشته باشند و پاسخ  ناخواستهيح مدهايکردن صح مدل

ست که  ي وجهيها حل دوم، استفاده از المان ن راهيا.  را مشخص کرد  ناخواستهيتوان مدها ي ميسادگ

ن نوع يها، استفاده از ا نيعلاوه بر ا .[25] و [24]، [23]، [22]، [21]، [15]کند ي حل ميمشکل را به خوب

حال روش  نيبا ا.  به آن نخواهم داشتينامه کار انين پاي هم دارد که در ايگريار دي بسيها تيها مز المان

چنان بزرگ   آنيا ژهير وي مقادي دارا  ناخواستهيشود مدها يکند و باعث م ي کار ميوب تا حد خيجمله پنالت

ن جمله ي را با در نظر گرفتن افراتابعد يفرم جد.  کامل دور شونديژه واقعيرويشوند که از محدوده مقاد

  :ر نوشتيتوان به صورت ز يم

  

( ) ( )∫∫∫








⋅−⋅∇⋅⋅∇+×∇⋅×∇=
V

rrr
rrr

dvEEkEEsEEEF *2*
2

*
0

)()()()(1
2
1)( εεε

εµµ
 (3-40) 

 

                                                 
8 Penalty term 
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 ي برايا  جمله ،فراتابعن شکل از يد که در اينيب يم. کند ي را مشخص مي جمله پنالتريزان تاثي در آن م sکه 

ن ي اي را بر رو ، عمل خردکردنيدر بخش بعد. ورژانس در نظر گرفته شده استيدر نظر گرفتن رابطه د

 . انجام خواهم داد فراتابع

 

 خردکردن) ۳-۷

که تابع مورد  ني ايادآوريبا .  را انجام داد ات خردکردنيتوان عمل ي و المان، م فراتابعار داشتن يبا در اخت

 را به  فراتابعتوان  يم، ميا ب زدهيله مجموع سه تابع اسکالر تقريکه آن را به وس ني است و اي، بردار٩نظر ما

  :ر نوشتيشکل ز
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∫∫∫
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  (3-41) 

 

E×∇ميده يرا بسط م:  
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 (3-42) 

 

  :م داشتي در رابطه قبل  خواهيگذار يو با جا

                                                 
  . یعنی توزیع میدان– تابع پاسخ مساله  9



 102 

  

( )
∫∫∫



























++−







∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂

+



















∂

∂
−

∂
∂

+







∂
∂

−
∂

∂
+








∂

∂
−

∂
∂

=
V

zyxr
zyx

r

xyzxyz

r dv

EEEk
z

E
y

E
x

Es

y
E

x
E

x
E

z
E

z
E

y
E

EF
2222

2

222

0

1

2
1)(

ε
µ

µ
  (3-43) 

 

  .را خرد کرد توان آن يست که م يفراتابعن يا

  :ميسينو يم و ميکن يموج ما از سه مولفه با هم استفاده م-گفتم که در حل تمام

  

z

N

e
z

Te
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e
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yx
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e
x

Te
x aENaENaENE

eee

ˆ}{}{ˆ}{}{ˆ}{}{
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   (3-44) 

 

ن ي بيعتا تفاوتيکه طب–ها به شکل المان  ل ارتباط آنيم که به دليابي يف توابع گسترش درميه تعربا دقت ب

  :يعني. اند سان کيشان   همه-کند يدان نميسه مولفه م

  

}{}{}{}{ e
z

e
y

e
x

e NNNN ===         (3-45) 

 

  .م کردين نکته توجه خواهيمان به ا پس در گسترش

  :ميکن يم مي المان تقسياد مساله را به تعديچون قبل کل فضا

  

∑
=

=
eN

e

eEFEF
1

)()(


         (3-46) 

 

  :ها به طور مجزا نوشت  هر کدام از الماني را براييستايتوان اصل ا يو مانند قبل م
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0)(0)( =⇔= eEFEF


δδ         (3-47) 
 

رات ييست تغيبا ي مييستاي ايبرا. ام ح دادهيش به طور مفصل توضي را در فصل پيا يارز ن هميل چنيدل

موج - تماميبند در فرمول. ، صفر باشديت کوچک هر کدام از درجات آزادينها يرات بيي نسبت به تغفراتابع

ست نسبت به يبا ي مييستاي اعمال شرط اي اسکالر است و براي درجه آزاد۳ معادل ي برداريهر درجه آزاد

ن يم ايخواه يد که ميبه عنوان مثال فرض کن. ميال کنن شرط را اعمي مولفه به طور جداگانه ا۳هر کدام از 

 يشرط را برا
ixE١٠ميدار. ميسيبنو:  
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           (3-48) 
  

  

 نسبت به  فراتابع از يريگ  تنها مشتقيد ولينما يده ميچيار پيکه بس نيرابطه بالا با ا
ixEه در آن از  است ک

 که در آن  فراتابع اول ي د که جملهيدر ضمن توجه کن. ام  استفاده کردهيا رهيقاعده زنج
ixE وجود ندارد را 

                                                 
گیری تنها در همان المانی است که  توجه کنید که دامنه انتگرال 10

ixEدر آن قرار دارد چون در بقیه نقاط، توابع گسترش صفرند .  
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 دادن رابطه  تر نشان دهيچين باعث پيشد و نشان دادن ا ي صفر ميريگ ام چون هنگام مشتق اصلا وارد نکرده

.  وجود داردzE وxE،yE،   است که در آنيم که حاصل، شامل جملاتينيب ي مبا دقت در رابطه بالا .کند يم

  :توان نوشت يها م با مرتب کردن نسبت به آن

  

{ }{ } { }{ } { }{ } { }{ } 0)( 2
0 =−++=

∂
∂

xxzxzyxyxxx
x

EBkEKEKEK
E

EF

i



    (3-49) 

 

  :ميسيم بنويتوان ي و مرتب کردن جملات بالا ميساز با ساده
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     (3-52) 

∫∫∫=
V

Tee
irix dvNNB .}{}{ ε         (3-53) 

 

هاست که به علت کنش با جمله  سي از آن ماتري حاصل نشان دهنده عناصريها سي ماتري براiس ياند

ixEحاصل  م،ي تابع گسترش دار۴ مرتبه اول، يچهاروجه که در حالت عناصر ييجا از آن. اند به وجود آمده 

م يخواه. ميها را گسترش ده نيک عنصر تنها، لازم است اي به دست آوردن يبرا.  است4x1 ي ستونيسيماتر

  :داشت
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e
irijx dvNNB ..}{ ε         (3-57) 

  :ميز داريه ني بقيو برا
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    (3-60) 

 

ن ياما هنگام محاسبه ا.  ندارديتياهم)  آنيا مرتبه چندجمله( کار نوع تابع گسترش يجا نيتا بد

طور که قبلا ذکر  همان–ها  گونه انتگرال ني محاسبه ايروش کل. ميق آن را بدانيست فرم دقيبا يها م انتگرال

توان  ي موارد مياما در بعض. است  ١١لژاندر- مانند گاوسيا ي عدديريگ  انتگراليها  استفاده از روش-کردم

 است که فرض ين نوع توابع گسترشين موارد همي از ايکيک هم محاسبه کرد و يتينالها را به صورت آ نيا

  :ر استي مرتبه اول به شکل زيا ن حالت چندجملهيان تابع گسترش در ايفرم ب .ميا کرده
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11 Gauss-Legendre  
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  :١٢اند  قابل محاسبهير به سادگي زيها پس انتگرال
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}{که در آن  e
ip) و}{ e

iq (اند ف شدهير تعريبه صورت ز:  
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         (3-63) 

 

  :١٣بين ترتيو به هم
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dvNN
ji     
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ji     
20.         (3-64) 

 

با .  کردمي معرفيبعد-۳ يها  المانيخش معرف به دست آمده است که در بيا ن، از همان رابطهيکه ا

ه ين به دست آوردن بقيچن و هم–کار  نيبا انجام ا. ها را محاسبه کرد توان آن يها، م  در انتگراليگذار يجا

 که حاصل ازييها سيماتر
ixEم داشتير را خواهي روابط ز- هستند:  

 

[ ]jijiji
r

eij
e
xx ddccbbs

V
K ++= .1

36
1}{

µ
      (3-65) 

                                                 
  .لامت ناشی شده است ع جا حجم المان، مثبت است چون از ضرب دو عدد هم  در این 12
  . علامت حجم مثبت است جا نیز درست به همان دلیل،  در این 13
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[ ]jijiji
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eij
e
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V
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µ
      (3-66) 

[ ]jijiji
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eij
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      (3-67) 
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    (3-68) 
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  : هر المان نوشتيتوان برا يها، م نيت با داشتن ايدر نها
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   (3-70) 

 

ن يا.  به دست آورديآور جمعند ي را با فرآيس کليتوان ماتر يختص به هر المان مس ميحال با دانستن ماتر

 سه مولفه مختلف بردار را از يا د به گونهين تفاوت که باي با اي است منتهيبعد-۱کار درست مانند حالت 

  :ر باشدي حاصل به شکل زييس نهايم تا ماتريهم جدا کن
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   (3-71) 

 

که هر  ني، به ايس عمومي در ماتري محليها سي ماتريآور جمعن است که در هنگام ي مستلزم اين کارينچ

  .گذارند، توجه کرد ير ميب بر کدام مولفه تاثيکدام از ضرا
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  يط مرزياعمال شرا) ۳-۸

 يمحفظه رزونانس است که در يط مرزي اعمال شرا ،FEMها در  سي آماده کردن ماتري براييمرحله نها

د به صورت ي است و با يضرورن شرط از نوع يم که ايديد. باشد ي همگن مچلهيريد از نوع ي شرط مرزيفلز

اما با دقت در شرط . ان کردمي را بين نوع شرط مرزي اعمال ايش چگونگيدر فصل پ.  اعمال شوديا جداگانه

 متوجه تفاوت  د،يديفصل قبل د از آن که در يا گونه شود با آن ي مطرح ميبعد-۳ که در مساله PEC يمرز

 در يشد ول ي م۰ها به طور مشخص   از مولفهيکي يبعد-۲ و يبعد-۱در حالت . شود ين دو مي ايساختار

توان به  يگر نميپس د. شود يدان صفر مي سطح مي بلکه مولفه مواز  صحت ندارد،يزين چيگر چنيجا د نيا

 صفر شدن، ين حالت به جايدر ا. ن را اعمال کرد همگچلهيريد يم، شرط مرزيديچه د  مانند آنيراحت

ˆ)ˆˆˆ(م که ياگر فرض کن. دان وجود داردي ميها ن مولفهي مشخص بيا رابطه zzyyxx ananann  بردار =++

  : مي دار  باشد،يا عمود بر سطح در نقطه

  

0)(ˆ)(ˆ)(ˆ0ˆ =−+−+−⇒=× xyyxzzxxzyyzzyx EnEnaEnEnaEnEnaEn   (3-72) 

 

 به صورت yE و xEداني صفر نباشد، دو م-znلا مث– عمود بر سطح يها ن مولفهي از ايکيم ياگر فرض کن

  :١٤ در آن نقطه ارتباط دارندzEر با يز

  

z
z

x
x E

n
nE =           (3-73) 

z
z

y
y E

n
n

E =           (3-74) 

 

  .شود ي اعمال مين شرط مرزيم، ايمان وارد کن سين ارتباط را در ماتري ايم به نحويپس اگر بتوان

                                                 
  . مولفه غیرصفرند٣به هر حال حداقل یکی از . ای دیگر را انتخاب کرد توان مولفه  می- که امری معمول است– صفر باشد zn اگر  14



 109 

فرض : کنم ياش کردم استفاده م يش معرفي غالب که در فصل پين کار از روش روش عنصر قطري ايبرا

 و ١٥مي را دارn̂در آن گره، بردار عمود بر سطح . مي را اعمال کنين شرط مرزيم ايخواه ي مmد در گره يکن

  :ن دو رابطه برقرار باشنديم ايخواه يپس م.  صفر نباشدznطور که گفتم  م همانيکن يفرض م

 

0=−
mm z

z

x
x E

n
nE          (3-75) 

0=−
mm z

z

y
y E

n
n

E          (3-76) 

 

  :١٦ر استي به صورت زY و  Xام مولفه mسطر 

  

( ) 2
0112121 212121

kEKEKEKEKEKEK zxzzxzyxyyxyxxxxxx mmmmmm
=+++++++  (3-77) 

( ) 2
0112121 212121

kEKEKEKEKEKEK zyzzyzyyyyyyxyxxyx mmmmmm
=+++++++  (3-78) 

 

ک عدد بزرگ ضرب کرد تا ي غالب در يتوان مانند روش عنصر قطر ي م م رابطه بالا صادق باشد،ياگر بخواه

  :ه جملات کم شودير بقيتاث

  

( ) 2
0kE

n
nE zm

z

x
xm =+








−+++ αα       (3-79) 

( ) 2
0kE

n
n

E zm
z

y
ym =+








−+++ αα       (3-80) 

  

  .ام ر انجام ندادهيي تغيد که در طرف دوم تساوينتوجه ک

                                                 
  . خواهم داد در مورد چگونگی محاسبه این به زودی توضیح 15
  .ماتریس است و نه کل ماتریس...  و xEام مربوط در بخش mام که سطر  جا فرض کرده  در این 16
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 چندان بزرگ αه جملات نسبت به يکه بق ني که در فصل قبل انجام دادم، با فرض ايليدرست مشابه تحل

  :توان نوشت ينباشند، م
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 ي مانده است، چگونگ ي باقي که در اعمال شرط مرزيا تنها نکته. ميخواست يست که ميا که همان رابطه

ل، استوانه، کره، ي مانند مکعب مستطي هندسيها  از شکلي بعضيبرا. ف بردار عمود بر سطح استيتعر

پس بردار عمود بر سطح را . ١٧ک قابل محاسبه استيتيبردار عمود بر سطح به صورت آنال... گون و  يضيب

) گره( ک نقطه يجا که بردار عمود بر سطح در   از آنياما در حالت کل. ن کردييوان تعت ين شکل ميبد

شان مشترک است به عنوان  ني را که آن گره بييها  سطوح المانيند بردارهايتوان برآ يف نشده است، ميتعر

  .]۱۱[ف کرديبردار عمود بر سطح آن نقطه تعر

 را به ي حالت خاص محفظه فلزي و مخصوصا برايعدب-۳ حالت ي براFEM ياضين فصل، اصول ريدر ا

  .ها خواهم نوشت يساز هيج شبين روش و نتاي ايساز ادهيات پييدر فصل بعد، درباره جز. دست آوردم

                                                 
  .ها در مکعب مستطیل ها و کنج به عنوان مثال لبه.  گرچه در این حالات نیز مشکلاتی وجود دارد 17
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  فصل چهارم

  ها شيج آزماي و نتا محدود  روش اجزاءيساز ادهيپ

  مقدمه) ۴-۱

. کنم يان مينامه را با ذکر چند مثال ب انين پاي ايها يبند ها و فرمول  تمام بحثييج نهاياکنون، نتا

 با استفاده از ي فلزيا  محفظهي رزونانسي به دست آوردن مدهاي برايدن به روشينامه رس انين پايهدف از ا

FEMم ي داشته باشي حل معادله موج در حالت کلي برايا ياضي ريست تئوريبا ين کار مي ايبرا.  بوده است

ست يبا ي تا حد ممکن ميبند ن فرموليا. افته بودين منظور اختصاص يجا به ا نينامه تا بد انيکه تمام پا

 ينامه سع انين پايل در اين دليبه هم. وتر باشدي توسط کامپيساز ادهي قابل پيق باشد تا به راحتيشفاف و دق

 يساز اده ي پيا باشد که بريا به گونه) ها مثلا انتگرال (ييج نهاين نتايچن  کار و هميانيشد همه مراحل م

شد  ي مي به راحت بود، يت اختصار مي است که اگر قرار بر رعايعيطب.  لازم نباشدي آن کار چندانيافزار نرم

  .ان کردين حجم بيک دهم همينامه را در  انين پاي اي دهيتمام ا

شد و  انتخاب  ++C يسينو ، زبان برنامهيلين دسته مساي چني براFEM يساز ادهي پيبه هر حال برا

ت ي، قابل++Cل انتخاب يدل. ژه به کار رفتيروي محاسبه مقاديز براي ن MatLab يافزار محاسبات ن نرميچن هم

OO1 که به مراحل يا  آن است که با نحوه FEMبه عنوان مثال بخش مربوط به . م سازگار استيکرد ي نگاه م

 که آن دو بخش دارند به يا يازگارل سي به دليس جداست ولي ماتريها د کنندهيد مش از بخش توليتول

د مش يد توليک ساختار جدياضافه کردن .  خود را با هم مبادله کنندييها توانند داده ي ميراحت

ها  ه بخشي در بقيرييچ تغي ه- مشخص شدهOOت چارچوب يبه شرط رعا-...) ا يگر ي ديها تميالگور(

ر ييتنها مستلزم تغ) لي به مکعب مستطي چهاروجهمثلا از(ا مثلا عوض کردن نوع المان ي. کند يجاب نميا

                                                 
1 Object Oriented 

“To err is human, but to really 
screw things up requires a 
computer. “ 

-Murphy Law 
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 نوشته شده است و به ٣ن برنامه تا حد ممکن قابل حمليا. ٢ استي محليها سي محاسبه ماتريها بخش

 قابل اجرا ير اندکيي متداول با تغيست در اکثر سکوهايبا ي م OS4 خاص يها يژگيل عدم استفاده از ويدل

 استفاده شده  Mathematicaافزار  ز از نرمي نيبند  مشيبعد-۳م اشکال  رسي برا ن،يعلاوه بر ا. ٥باشد

  . [26]است

 Microsoft Windowsستم عامل ي بوده است که سVisual C++ 6.0 Microsoftافزار  ن نرميلر ايکامپا

XPطي و اعمال شرايآور ند جمعيپس از فرآ (ييس نهايافزار حل ماتر نرم. شده است ي آن اجرا مي بر رو 

  ينامه اطلاعات زمان انين پايکه در ا نيبا وجود ا.  انتخاب شدThe Mathworks MatLab 5.3  ، )يمرز

 آن انجام گرفته است ي که محاسبات رويوتريحال مشخصات کامپ ني با ا نوشته نخواهد شد،) سرعت اجرا(

 ي و دارا256MB RAM يا و دار  intel Pentium IV 1.6GHz با  پردازنده PCوتر يکامپ: ن نحو استيبد

 آن ي که رويستميافزار و س ن نرمي ايها يژگيپس به طور خلاصه و. ٦يسک سخت به اندازه کافيت ديظرف

 :ر استي شده است به صورت زيساز ادهيپ

 Microsoft Visual C++ 6.0  ها سيدهنده ماتر ليافزار تشک نرم

 The Matworks MatLab 5.3  ها سيکننده ماتر حل

 Mathematica 4.0  يبند دهنده مش شينما

 Microsoft Windows XP  عامل ستميس

 Intel Pentium IV 1.6GHz  پردازنده

 MB 256 حافظه

  ستميافزار و س  مشخصات نرم- ۱-۴ول جد

                                                 
درست مانند هر طراحی . شود و چنین کاری اصولا ساده است یست که تغییرات لازم تنها به یک بخش اعمال میوجود این به آن معنا ن  با این2

و سادگی طراحی اولیه ) OOهای  بهتر شدن ایده(بایست اعتدالی بین پیچیدگی اولیه ناشی از قابلیت گسترش ساده آتی ی دیگر، می افزاری نرم
کردی   معادل بهتر بودن نیست و انتخاب میزان نزدیک شدن به چنین رویOO طراحی  اور عموم،برخلاف ب. بدون قابلیت گسترش برگزید

  . طراحی شده است OOبا این همه، این برنامه به میزان خوبی به صورت . گردد کاملا به مساله بازمی
3 Portable 
4 Operating system 

  . گرچه این موضوع تست نشده است 5
 OSشود و   حافظه سیستم به راحتی پر می بندی کمی بالا باشد، رای این مهم است چون عملا دیده شد که اگر دقت مش ذکر میزان حافظه ب 6

-%95 از حدود CPUکند به طوری که میزان اشغال ودن  کند که به شدت سرعت پردازش را کم می  استفاده میVirtual Memoryبناچار از 
  . فعالیت مفید نداشتن پردازشگر استرسید که نشان از  می%20-%10 به 100%
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  :ر استيافزار به صورت ز  نرميتم کليالگور

  

 . آنيم پارامترهاي جسم مورد نظر و تنظيد مش برايتول .۱

 ها عمود بر سطح در گره يمحاسبه بردارها .۲

 K يس عموميها در ماتر  آن  همهيآور  و جمع K ي محليها سيمحاسبه ماتر .۳

 B يس عموميها در ماتر  آن  همهيآور  و جمع B ي محليها سيمحاسبه ماتر .۴

 K  سيچله همگن در ماتريري دياعمال شرط مرز .۵

 ژهيروي مقاد حل مسالهي براMatLabافزار   انتقال به نرميها برا سيره ماتريذخ .۶

 و مرتب يکيزيرفي غيها  و حذف پاسخي به روش تکرارMatLabژه با استفاده از ير ويمحاسبه مقاد .۷

 يست خروجيکردن ل

  

  .ج حاصل خواهم آوردين مثال از اجسام مختلف و نتاي بعد، چنديها در قسمت

  يل فلزي رزونانس مکعب مستطيها فرکانس) ۴-۲

که حل  نيبا ا. آورم ي را به دست ميا يل فلزيرزونانس مکعب مستط يها ن مثال، فرکانسيبه عنوان اول

گر ساختارها ي با ديادي تفاوت بني حل آن به روش عدديار ساده است وليک بسيتين مساله به روش آناليا

 يژگيدر ضمن و.  باشدي روش عدديش درستي آزماي مناسب برايا تواند به عنوان نمونه يو م کند  ينم

 به ي انتخاب مناسبين روش عددين تست اي آن است که به عنوان اوليبند ودن نسب مشاش ساده ب مهم

ها  و  ف نشدن بردار عمود بر سطح بر لبهين حالت وجود دارد تعري که در اين حال، مشکليبا ا. رفت يشمار م

 بردار ۳ز يها ن م و در کنجيف کنيم تعريتوان ي بردار عمود بر سطح عمود بر هم م۳ها ما  در لبه. هاست کنج

تر، در نظر  قيا به عبارت دقيو (ها  نيشد در نظر نگرفتن ا يابتدا تصور م. عمود به سطح دو به دو متعامد

 يزين چيش چني با آزماي در جواب نخواهد داشت ولير چندانيتاث)  بردار۳ا ي ۲ند آن يگرفتن بردار برآ
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ک بردار عمود بر سطح يش از ي آن نقاط ب در ن منظور،يبه هم. ستيه درست نيمشخص شد که آن فرض

 .شود يصفحه توامان با هم ارضا م) ۳ا ي (۲، در يدان مماسيشود و شرط صفر بودن م يف ميتعر

  

  

م کرد و از يتر تقس ل کوچکي مکعب مستطيتوان آن را به تعداد يل، مي معکب مستطيبند  مشيبرا

 يتوان کل جسم را به تعداد ي م شود، ي پر ميجهن چهارويله چنديل به وسي که هر معکب مستطييجا آن

 دقت  تر باشند،  کوچکيها نسبت به جسم اصل لير مکعب مستطيهر چقدر ز. م کردي تقسيالمان چهاروجه

 tetrahedral ۵ تقسیم مکعب مستطیل به -١-۴ شکل

Tetrahedral Nodes 
1 (1,2,3,6) 
2 (1,4,3,8) 
3 (8,5,6,1) 
4 (8,7,6,3) 
5 (6,3,1,9) 

 

 ای از مش مکعب مستطیلی  نمونه-٢-۴ شکل



 115 

 وجود دارد که  يچهاروجهله يل به وسي پر کردن معکب مستطي براي مختلفيها روش. رود يمحاسبه بالاتر م

ک ينحوه پر کردن . کند ي پر ميچهاروجه المان ۵له يام که آن را به وس  کرده استفادهيجا از روش نيمن در ا

 المان ذکر شده در ۵دا کردن يکه ممکن است پ نيل ايبه دل. ل در شکل نشان داده شده استيمعکب مستط

ک مش ي از ييعلاوه بر آن، نما. ز نوشته شده استيها ن  شماره رئوس هر کدام از المان شکل مشکل باشد،

  :دينيب يز در شکل ميده شده است را ني از آن بري که بخشيليمکعب مستط

 يها ش مختلف با پاسخيج حاصل از دو آزماينتا.  است1x1x1 يش، محاسبه عدد موج مکعبين آزماياول

  .٧اند سه شدهيق مقايدق

Mode No. Exact Experiment 1 
N = 625 

Experiment 2 

N = 1331 

101TE  4.442 4.598 (3.5%) 4.490 (1.08%) 

011TE  4.442 4.598 (3.5%) 4.490 (1.08%) 

110TM  4.442 4.598 (3.5%) 4.490 (1.08%) 

111TE  5.420 5.751 (6.1%) 5.526 (1.95%) 

111TM  5.420 5.801 (7.03%) 5.545 (2.3%) 

102TE  7.025 7.556 (7.5%) 7.159 (1.9%) 

201TE  7.025 7.556 (7.5%) 7.159 (1.9%) 

021TE  7.025 7.556 (7.5%) 7.159 (1.9%) 

 1x1x1 مدهاي مکعب -۲-۴جدول

                                                 
  .اند  برگرفته شده[27]های آنالیتیکی هستند که از   نتایج پاسخ  همه مقادیر دقیق در این فصل، 7
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هر . اند  به کار رفتهيساز هي است که در شبييها گرهش نوشته شده است، تعداد ي که در هر آزمايN يعدد

 يش مشخصي سطح هستند، مقدار از پي که بر روييها  هستند که آني درجه آزاد۳ ي دارا ها، کدام از گره

تر  شياطلاعات ب. اند س حفظ شدهيها نشده است و در ماتر  حذف آني برايچ تلاشين وجود هيبا ا. دارند

در ضمن .  هستندي دقت قابل قبوليها دارا م که پاسخينيب يم .دينيب ي بخش مش در جدول انتهابيآزما

 کردن  کي باعث نزديين مدهايکه چن نين با توجه به اياند و ا  مدل شدهيز به خوبي ن٨ي تکراريمدها

  .شوند، قابل قبول است ي م ٩نيس به حالت تکيماتر

  :اند ن صورتيج بدينتا. باشد يم 1x0.5x0.75 با ابعاد يلي مکعب مستطي رويش بعديآزما

  

  

  

  

  

                                                 
8 Degenerate 
9 Singular 

1 2 3 4 5 6 7 8
4

4.5

5

5.5

6

6.5

7

7.5

8

Modes No

k0
 (m

- 1)

Comparision between exact and FEM experiments.

exact 

exp. 1 

exp. 2 

 1x1x1يسه مدهاي مکعب  مقا-۳-۴ شکل
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Mode No. Exact Experiment 1 
N = 625 

Experiment 2 

N = 1331 

101TE  5.236 5.470 (4.4%) 5.276 (0.76%) 

110TM  7.025 7.265 (3.4%) 7.067 (0.59%) 

011TE  7.531 7.798 (3.5%) 7.596 (0.86%) 

201TE  7.531 8.35 (10.8%) 7.702 (2.27%) 

111TM  8.179 8.654 (5.8%) 8.275 (1.17%) 

111TE  8.179 8.713 (6.5%) 8.299 (1.46%) 

210TM  8.886 8.718 (-1.8%) 8.302 (-6.5%) 

102TE  8.947 9.669 (8%) 9.048 (1.13%) 

  1x0.5x0.75ل ي مکعب مستطي مدها-۳-۴جدول

 

 

را در جدول ... ها و  ق از جمله تعداد المانياطلاعات دق. ش درست مثل هم بودندين دو آزماي ايبند مش

  .دينيب يم

  

1 2 3 4 5 6 7 8
5

5.5

6

6.5

7

7.5

8

8.5

9

9.5

10

Modes No

k0
 (m

- 1)

Comparision between exact and FEM experiments.

exact 

exp. 1 

exp. 2 

 1x0.5x0.75 مقايسه مدها براي معکب مستطيل -۴-۴ کلش
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  ۱ش يآزما ۲ش يآزما

 ها تعداد گره 216 1331

 اه تعداد المان 625 5000

3993x3993 648x648 سيابعاد ماتر 

 يب پنالتيضر 1 1

10x10x10 5x5x5 ها رمکعبيتعداد ز 

  شيط آزماي شرا-۴-۴ جدول

  

 که در يلين مسايتر  از مهميکي. اد باشديها ز  مخصوصا اگر تعداد گره–ش قابل قبول بود يج هر دو آزماينتا

 ي از مدهايريورژانس به منظور جلوگي اعمال شرط دي برايب پنالتين ضرييم، تعينيب ي حاضر ميبند فرمول

 مناسب ي به دست آوردن پارامترهايمند برا  منظم و هدفيها تلاش شي آزما ن سلسلهيدر ا.  استياضاف

ن معنا که به صرف يبه ا. رگذار باشديار تاثيتواند بس ين پارامتر مير اييانجام ندادم اما مشاهده کردم که تغ

اد انتخاب ين مقدار را زياگر ا. شود يتر م رود بلکه کم ين نمي ناخواسته از بي الزاما مدها ،ن پارامتريوجود چن

مان  يها  در عوض دقت پاسخيم ولي نداريا م که مد ناخواستهيبا مطمئن باشيم تقريتوان يم) s=5مثلا (م يکن

ورژانس صفر باشد و يشود که د يا مستي ايا  فراتابع ما در نقطه ، در اصل،يدر چنان حالت. ميا ن بردهيرا از ب

اگر ! کنند ي مي بازيگري آن دي را برايعملا نقش پنالت) ۲ و توان curlجمله ( خود مساله يجملات اصل

توان  يش اول، مي آزمايها  در اندازهي با مشي که حتيطور شود به يار مناسب مي دقت بس م،يب را کم کنيضر

شود که  يجاد ميز اي پاسخ ناخواسته ني در عوض تعدادي ول١٠ديش دوم رسي در حدود آزمايها به دقت

رسد اگر مساله را در دو حالت  ين وجود به نظر ميبا ا.  خود مساله استي مدهاي مقدارشان در حد  و اندازه

 گرچه بنا – ۲ا ي ۱( نسبتا بالاست ي با مقدار پنالتيکي. ميابي دست يي بالايها م به دقتيتوان يم ميحل کن

 – ۰,۳(ن است يي پاي با پنالتيگريم و دياوريها را به دست ب  حدود پاسخ تا به کمک آن،) اله فرق داردبه مس

                                                 
  .ام طور که گفتم بررسی سیستماتیکی روی این موضوع انجام نداده رچه همان 10
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قدر   معمولا آني ناخواسته و اصليها مشاهده کردم که تفاوت مدها شيدر آزما. مي را بالا ببر تا دقت) ۰,۱

ها  دانيع مي از توزيتعداد .تر دارد شي بياز به بررسي نين کارين حال چنيبا ا. ص داديهست که بتوان تشخ

  .دينييب يش دوم در شکل مي آزمايرا برا

  

  

  ي رزونانس استوانه فلزيها  فرکانس )۴-۳

. ميآور ي را محاسبه به دست ميروي با مقطع داي رزونانس استوانه فلزيها ش، فرکانسين آزمايبه عنوان دوم

جا  ني در ايح مختصرين حال توضياما با ا. مه استن روش مراجعه به سورس برناي، بهتريبند در مورد مش

  . شود يداده م

 از مرکز يچهاروجهه از يک لايل ي تشکيمرحله اول برا. ميکن ي استوانه، در دو مرحله عمل ميبند  مشيبرا

 يها هيد استوانه را به لايفرض کن.  شعاع استوانه– r تا Δrها از  هيه لايل بقي تشکي و مرحله دوم براΔrتا 
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م شوند ي تقسيه شعاعي لايست به تعداديبا ي مي طوليها هين لايهر کدام از ا. مي باش م کردهي تقسΔh يطول

 و ي، شعاعيطول: مي داريبند ميپس ما سه درجه تقس. اند م شدهيره تقسي دا١١ قطاعيکه هر کدام به تعداد

  .يا هيزاو

. مي داشته باشيا هي و زاوي شعاعيبند ميتقس ي براياست روال يکاف.  نداردي عملا مشکلي طوليبند ميتقس

 يبرا .شود يده مين در شکل ديا. ميکن يم مي قطاع تقسي، استوانه را به تعداديا هي زاويبند مي تقسيبرا

 يست تعداديبا يپس از آن، م. ميکن يم مي مطابق شکل تقس يچهاروجه اول، آن را به سه ي هيم لايتقس

. ل معمول بودين درست مانند حالت مکعب مستطيم که اي بکنيبند را مشافته ي ر شکلييل تغيمکعب مستط

  .ديتر به سورس برنامه مراجعه کن شي اطلاعات بيبرا

  

  

  

                                                 
11 sector 

 بندی استوانه نمونه مش- ٨-۴ شکل
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ج دو ينتا. ميکن يسه ميک مقايتي آناليها  را با جواب FEM يها  مختلف، پاسخيها د مش با دقتيبا تول

  :ديآ ير مي در ز۱ شعاع  و۱ به ارتفاع يا  استوانهي مختلف برايبند مش

Tetrahedral Nodes 
1 (0,1,2,3) 
2 (1,2,3,4) 
3 (1,4,3,5) 
 

 ٣ تقسیم لایه اول قطاع به -٧-۴ شکل
tetrahedral 

  قطاع استوانه-۶-۴ شکل
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1 2 3 4 5 6 7
2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

Modes No

k0
 (m

- 1)

Comparision between exact and FEM experiments for cylinderical cavity.

exp. 2 exact exp. 1 

  مدهای استوانه فلزی-٩-۴ شکل

Mode No. Exact Experiment 1 
N = 846 

Experiment 2 

N = 1661 

010TM  2.405 2.399 (-0.25%) 2.434 (1.2%) 

111TE  3.641 3.552 (-2.44%) 3.527 (-3.13%) 

110TM  3.831 3.860 (0.76%) 3.772 (-1.54%) 

011TM  3.956 3.944 (-0.303%) 3.922 (-0.86%) 

211TE  4.382 4.436 (1.23%) 4.323 (-1.35%) 

111TM  4.954 4.98 (0.5%) 4.551 (-8.13%) 

011TE  4.954 4.99 (0.7%) 5.017 (1.27%) 

 ۱ي استوانه با شعاع و ارتفاع  مدها-۵-۴ جدول
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  :ن صورت بوده استيش بديط آزمايشرا

  ۱ش يآزما ۲ش يآزما

 ي شعاعيها  قسمت 7 10

 يا هي زاويها قسمت 20 15

 ي ارتفاعيها قسمت 5 10

 تعداد گره 846 1661

 تعداد المان 3300 7200

4983x4983 2538x2538 سيابعاد ماتر 

  يب پنالتيضر 1 1

 زده شده بيحجم تقر 3.09 3.05

  شيط آزماي شرا-۶-۴ جدول

  

که  نيبا ا. ار مهم استي بسيبند  مشيچگونگ: شود ي مشخص مي مهمي ش نکتهيسه پاسخ دو آزمايبا مقا

 با دقت ييها  پاسخ ،)تر بودن قيردقيغ (∆φتر بودن  شيل بي به دلي دارد وليتر شيمش دوم تعداد نقاط ب

 مش را φتوان دقت  ي نم گر،ياز طرف د. تر باشد  مهمφن مدها، دقت ي ايرسد برا يبه نظر م.  دارديتر نييپا

. شود يجاد خطا مين خود باعث ايشوند و ا يار کم مي بسيها هي زاويها دارا ش از حد بالا برد چون المانيب

  . چند مد اول در شکل نشان داده شده استيها فه از موليع بعضي توز]۱[
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 ي رزونانس کره فلزيها فرکانس) ۴-۴

 يدگيچيل پيبه دل. آورم يدست م  را بهي فلزي توخالي  رزونانس کرهيها ، فرکانسيش بعديبه عنوان آزما

 ذکر تنها. کنم ينظر م  صرفيبند  مشيق چگونگيان دقي، از ب١٢ش از حد رسم شکلي بيها و شلوغ شکل

  ،ي شعاعيها يبند ميجا، تعداد تقس ني کره در ايبند  مشيکه پارامترها نياول ا: باشد يد ميچند مورد مف

  که درست مانند حالت استوانه، نينکته دوم ا. باشد ي مφ   مولفهيها  يبند مي و تقسθ مولفه يها يبند ميتقس

 اول به صورت ي هيمش لا. ي بعديها هي لاي برايگريه اول و دي لاي برايکي  :شود ي استفاده م دو نوع مش

شان بر سطح  گريشان در مرکز کره و راس د ک راسيهاست که يچهاروجه از ييتا۲ ي  مجموعهيتعداد

ب يشان تقر ت مجموعيباشد که نها يل مي مستط ها، ن مجموعهيهر سطح ا. باشد ي م∆r به شعاع يا کره

ل شده است ي تشکييتا۳ يچهاروجه يها  از مجموعهي بعديها هي لا هر جزء.  استيلعسطح کره با چند ض

   يطرح کل. کنند ي با مقطع مثلث را پر ميکه منشور
                                                 

  .بعدی-٣افزارهای مناسب برای طراحی  نرم و البته در اختیار نداشتن  12
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  .ه در شکل نشان داده شده استين دو نوع لايا

  

 

 

 بندی کره  لایه اول مش-١٢-۴ شکل

  

Tetrahedral Nodes 
1 (0,1,2,3) 
2 (٠,١,3,4) 

 

هاي بعدي   بندی لایه مش-١٣-۴ شکل
 کره

Tetrahedral Nodes 
1 (1a,2a,3a,1b) 
2 (1b,2b,3b,2a) 
3 (3b,2a,3a,1b) 
 

 بندی کره  نمونه بریده شده مش-١١-۴ شکل
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  .دينيب ير مياش را در جدول ز جيام که نتا  انجام دادهييها شيمانند قبل آزما

Mode No. Exact Experiment 1 
N=401 

Experiment 2 

N=1093 

011TM  2.744 2.55 (-7.1%) 2.50 (-8.7%) 

111TM  2.744 2.83 (3.1%) 2.86 (4.3%) 

021TM  3.870 3.26 (-15.7%) 3.08 (-20.4%) 

121TM  3.870 3.28 (-15.2%) 3.21 (-17%) 

221TM  3.870 3.90 (0.77%) 3.72 (-3.9%) 

011TE  4.493 4.21 (-6.3%) 4.04 (-10%) 

111TE  4.493 4.27 (-4.9%) 4.06 (-9.6%) 

  ۱ کره به شعاع ي مدها-۷-۴جدول

 

  ۱ش يآزما ۲ش يآزما

 ي شعاعيها قسمت 4 6

  φ يها قسمت 10 20

 θ يها قسمت 10 10

 تعداد گره 401 1093

 تعداد المان 2000 5760

3279x3279 1203 سياندازه ماتر 

 يب پنالتيضر 1 1

 زده شده بيحجم تقر (7.6%-) 3.87 (4.0%-)4.02

  شيط آزماي شرا-۸-۴ جدول
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ز يکسان ني يدر ضمن، مدها. افته استي کاهش ي قبليها د دقت نسبت به حالتينيب يطور که م همان

م که يشود فرض کن ين باعث ميا.  باشنديعي گستره وسيستند و ممکن است دارايک به هم نيچندان نزد

ب ياما با بالا بردن ضر. اند مان را آلوده کرده يف فرکانسي ناخواسته است که طين موضوع، وجود مدهايعلت ا

 است که در يار ضرورين نکته بسيتوجه به ا. دهد يک شدن مدها رخ نمي در نزدير محسوسيي، تغيپنالت

 يگذار  هر عدد موج قرار گرفته است ممکن است درست نباشد چون ملاک نامي که جلوي نام جداول بالا،

 ي شکلين امر مخصوصا برايا. بر دان در موجيع ميق توزيسه دقي بوده است و نه مقايب فرکانسيتنها ترت

 يها بيل مشکلات و تقري از مدها به دليل، ممکن است بعضين دليه همب. ستيچون کره چندان ساده ن

 مشاهده يا  در حالت استوانهيزين چيکه چن-ند يايوجود ب  بهيش از تعداد واقعيا بيند ياي به وجود نيعدد

به . ستيها ن  بهتر شدن پاسخي الزاما به معنايبند شود که بالا بردن دقت مش يده ميها د ني علاوه بر ا.١٣شد

                                                 
  .اش نخواهم کرد ی جامعی نبوده است، ذکری از چگونگی انجام اند اما چون مطالعه برانگیز تست شده های شک  بعضی از پاسخ 13
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comparision between exact and FEM results

exact 

exp. 2 

exp. 1 

 ١به شعاع  مدهای کره - ١۴-۴ شکل
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 هر ين موضوع، همان بالا رفتن خطايل ايممکن است دل  . دارديتر قي دقياز به بررسين مورد نيهر حال ا

  . ١٤رسد ي م12ش دوم به ياش باشد که در آزما هين زاويتر  از حد کوچک شيل کم شدن بي به دليچهاروجه

  

  شنهادهاي و پيريگ جهي نت )۴-۵

 ي دهيس شروع کردم و سپس اي در الکترومغناطي عدديها ح کاربرد روشيه، ابتدا با توضنام انين پايدر ا

 ي از چگونگي شرح پس از آن،. ان کردميدار را ب مانده وزني و باقي بر حساب وردشي دو روش مبتنياصل

غناطس در ل الکترومي از مسايا ي نسبتا کليبند  به صورت حل گام به گام صورتFEMها در  ني ايساز ادهيپ

 يها  که محاسبه فرکانسي اصلي  مسالهيبند ت، به فرمولي ارائه کردم و در نهايبعد-۲ و يبعد-۱ يها حالت

ک يتي آناليها  جوابي چند مثال ساده که داراي هيپس از آن، با ارا.  بود پرداختم ي فلزي رزونانس محفظه

حال در  نيبا ا.  کاملا قابل قبول بوديالت کروها جز در ح جواب. دمي خود را سنجFE يساز ادهيبودند دقت پ

 انجام يبرا. ن پروژه انجام نشده استي دارد که در ايتر قياز به مطالعه دقيل خطا نيدن دلي، فهميحالت کرو

ن خطا، يل ايممکن است دل. ها انجام شود دان هر کدام از پاسخيع مي در توزيقي دقيست بررسيبا يکار م نيا

ل و استوانه يتر از حالت مکعب مستط  سختFEM ي باشد چون حالت کره در ظاهر برايبند اشتباه در مش

 با  ن وجود،ي با ا.ز ندارديدو نقاط ت تر هم هست چون برخلاف آن توان ادعا کرد که ساده ي ميست و حتين

. محاسبه کرد را ي فلزيها  از انواع محفظهيعيف وسيتوان فرکانس رزونانس ط ي ميافزار فعل استفاده از نرم

 توپر و پرشده از ماده يها  محفظهي بود اما براي توخاليها  حالت محفظهيها تنها برا که مثال نيبا وجود ا

  .افزار کار خواهد کرد  و نرميبند ن فرموليز ايک نيالکتر يد

  :توانم اشاره کنم ير مي به موارد ز ان کنم،ي را بيبند ن فرمولياگر بخواهم نقاط ضعف ا

 از يکيکنند و  ي را مدل نمي اضافي مدهايها به طور ذات ن نوع المانيا.  هستند اضافهيمدها  مشکل،ن ياول

طور که قبلا  هماناما  .مان است  به فراتابعي پنالتي طور که گفته شد اضافه کردن جمله اش همان يها حل راه

                                                 
  .ها تقریبا مساوی باشند  وضعیت بهینه هنگامی است که همه زاویه 14
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 است که ي کار نه آن جمله،يب بهير انتخاب ض علاوه بر آن،. شود يمان م ن آمدن دقتيين باعث پايگفتم، ا

 .ستيچندان ساده ن

و ) يکيدان الکتري ميبند در فرمول(ک ماده درون محفظه يالکتر يب ديکه ضراست  يهنگاممشکل بعد 

در . د باشديرات شديي تغيدارا)  استيل که مشابه قبيسيدان مغناطي ميبند در فرمول (يسيب مغناطيضر

برخلاف ( لاگرانژ يها ن است که المانين امر ايل ايدل. کند يافت مها به شدت   دقت پاسخن حالتيا

ن ير کردن چني کم تاثيبرا. کنند ي اعمال نميدان را به طور ذاتي مي مماسيوستگيپ) ي وجهيها المان

 .[11]تر شود قي دقيسي در نقاط حد فاصل دو ماده مغناطيبند ست مشيبا ي مييخطا

اما مدل . [11]ن شوديتواند تک ي ميکيدان الکتري م ،١٥زي تي فلزياه در لبهن است که ين مشکل ايسوم

ن باعث مشکل ي را ندارند و ايا ينگين تکيح چنيکردن صح  مدليي توانا  درجه اول به کار رفته،يا چندجمله

ن ياما ا.  المان کوچک استياديز با تعداد زي تيها  گرد کردن لبه ،يا ن مسالهيک روش حل چني .شود يم

روش . کند يار بزرگ ميز بسي حاصل را نيها سيکند و علاوه بر آن ماتر يده ميچيار پي را بسيبند مشکار 

ن را مدل ي تکيها داني مي هستند که به درستي توابع گسترشيست که دارا ييها گر، استفاده از المانيد

ن ياش ا لين دلياول. ستي ني چندان روش مناسبيکند ول ي مشکل را حل مين کاريکه چن نيبا ا. کنند يم

منظوره   همهيافزار د نرميشود و تول ي مFEMافزار  ش از حد نرميده شدن بيچي باعث پين کارياست که چن

ز يک لبه تي در ينگيقا نحوه تکين است که ما دقي منوط به اين کاريکه چن نيگر ايل ديدل. کند يرا مشکل م

   از حالات حل شده است،يکه در بعض نيک مساله دارد که با ايتياز به حل آنالين نيم و ايق بدانيرا به طور دق

  .ستي مشخص نياما به هر حال به طور کل

طور که گفته  ها همان ن المانيا. شود ي به طورکامل حل مي وجهيها  با استفاده از المان ن مشکلات،ياکثر ا

تر  يعيتر و طب ار سادهيها بس  آني برايط مرزيگر، اعمال شراياز طرف د.  ندارندي اضافيبودم مشکل مدها

 را ي مولفه مماسيوستگي چون پي خواصي به طور ذاتييها ن المانيکه چن نيل ايها به دل نيجدا از ا. است

 يا ي لاگرانژيها تر از المان يعي بهتر و طبيسي الکترومغناطيها داني مدل کردن ميکنند، برا يارضا م

                                                 
  .الکتریک یا مغناطیسی نیز وجود دارد  دیهای تر در لبه  گرچه این مشکل به شکلی خفیف 15



 130 

 ي رويقات بعديشود تحق ينهاد م شيل پين دليبه هم.  با هم ندارنديا يچ ارتباط ذاتيهستند که سه مولفه ه

ز يا ني در سطح دنيقات فعليطور که اکثر تحق  همان ها انجام شود، ن نوع المانينه با استفاده از اين زميا

  .گونه است نيبد
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"A human being is a part of a whole, called by us universe, a 
part limited in time and space. He experiences himself, his 
thoughts and feelings as something separated from the rest...a 
kind of optical delusion of his consciousness. This delusion is a 
kind of prison for us, restricting us to our personal desires and 
to affection for a few persons nearest to us. Our task must be 
to free ourselves from this prison by widening our circle of 
compassion to embrace all living creatures and the whole of 
nature in its beauty." 

-A. Einstein 


